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BONAPARTE, 

DE L’INSTITUT NAllONAL. 


Citoyen premier consul, 


V ous m’avez permis de vous dédier cet ouvrage. 
Il m’est doux et liouorable de l'olTrir au Héros 
pacificateur de l’Europe , à cpii la France doit sa 
prospérité, sa grandeur et la plus brillante époque 
de sa gloire j au Protecteur éclairé des sciences , 
qui formé par elles voit dans leur étude , la source 
des ])lus nobles jouissances , et dans leurs progrès , 
le perfectionnement de tous les arts utiles et des 



institiilions sociales. Puisse cet ouvrage consacré 
à la plus sublime des sciences naturelles , être un 
monument durable de la rcconnoissance que votre 
accueil et les bienfaits du Gouvernement inspirent 
à ceux qui les cultivent ! De toutes les vérités qu’il 
renferme , l’expression de ce sentiment sera tou- 
jours pour moi , la plus précieuse. 


Salut et respect , 


LAPLACE. 
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JN^ous avons ilonné tlans la première partie de cet ouvrage ^ 
les prineipes généraux de l’écpiilibrc et du mouvement d(; 
la matière. lieur appliealiou aux mouvemeus eélesles , nous 
a conduits sans lij])othè.ses et par une sérit' de raisonne- 
mens géométriques, à lu loi d(; la qravilation universelle 
dont la pesanteur et les mouvemeus des projectiles sur la 
terre , ne sont que des cas particuliers. En considérant 
ensuite un sv stème de corps soumis à ci'tte grande loi de 
la nature; nous somnjies parv<'nus, au moyen d’une ana- 
lyse singulière , aux expressions générales de leurs mou- 
vemens , de leurs ligures et des oscillations des Iluides 
qui les recouvrent; expi essious d’où l’on a vit déx'ouler tous 
les pliénomènes observés du llux et du reflux de la mer , 
d(‘ la variation di s degrés et de la pesanteur à la surlace 
terrestre, de la précession des équinoxes, de la libraticm 
de la lune, de la ligure et de la rotation (b's anneaux tb' 
Saturne, et de leur permanence dans le plan de son écpia- 
leur. Nous en avons déduit les principales inégalités des 
planètes, et spécialement celles de Jiqiiter et de Saturne , 
dont la période embrasse ])lus de neut cents années, et (jui 
rdolFrant aux observateurs, que des anomalies dont ils 
ignoroi<mt les loix et la cause , ont paru long-temps l’aii'e 
exception de la tliéorie de la pesanteur : plus approfondie', 
elle les a fait connoître, et maintenant c<'s inégalités en sont 
une des preuves les plus frappantes. Nous avons dé\ eloppé 
les variations des élémens du système planétaire, qui ne se 
rétablissent qu’après un très-grand nombre de siècles. Au 
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milieu Je tous ces eliangemens, nous avons reconnu la 
constance J<\s moyens mouvemens et dos distances moyen- 
nes des eor})s de ce système que la nature semble avoir 
disposé primitivement pour une éteimellc durée , par les 
mêmes vues ((u’elle nous paroît suivre si admirablement 
sur la terre , pour la conservation des individus et la 
perpétuité des espèces. Par cela seul que ces mouvemens 
sont dii'igés dans b; même sens et dans des plans peu dillé- 
rens , les orbes des planètes et des satellites doivent tou- 
jours être à-peu-pi'ès circulaires et peu inclinés les uns aux 
autres. Ainsi, la variation de l’obliquité de l’écliptique à 
l’équateur, renrei niée constamment dans d’étroites limites, 
ne produira jamais un printemps perpétuel sur la terre. 
Nous avons |)rouvé que l’attraction du sphéroïde terrestre, 
ramenant sans cesse vers son centre l’hémisphère que la 
lune nous ])résente, transporte au mouvement de rotation 
de ce satellite , les grandes variations séculaires de sou 
mouvement de révolution, et dérobe pour toujours l’autre 
hémisphère à nos regards. Enlin, nous av<»ns démontré 
sur les mouvemens des trois premiers satellites de .lupiter, 
ce théorème rcmiarquable ; savoir , qu’en vertu de leur 
action niutuelle, la longitude moyenne du premier vu du 
centre de Jupiter, moins trois lois celle du second, plus 
deux fois celle du troisième, est exactement cl constam- 
ment égah; à deux angles droits, en sorte qu’ils ne peuvent 
jamais être à-la-lois éclipsés. Il nous reste à considérer 
particulièrement les perturbations du mouvement des pla- 
nètes et des comi'tes autour du soleil , de la lune autour de 
la terre, et des satellites autour dos planètes qu’ils accom- 
pagnent. C’est l’objet de la seconde partie de cet ouvrage, 
spécialement consacrée à la perfection des tables astrono- 
miques. 
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Los tables ont suivi les progrès de la seieiiee qui leur 
sert de base , et ces progrès ont d’abord été d’une extrême 
lenteur. Pendant très-long-tcinps , on ne considéra que 
les inouvcmcns appareils des astres : cet intervalle dont 
l’origine se perd dans la ])lus haute antiquité, et qui lut 
pi oprement l’enfance de l’aslronomie , comprend les tra- 
vaux d’ilypparquc et de Ptolémée, et ceux des Indiens, 
des Arabes et des Perses Le système de Plolémée , qu’ils 
ont suceessiveinent adopté, n’est au fond qu’une manière 
de représenter les apparences célestes; et sous ce rapport, il 
fututile à la science. Telle est lafoiblessc de l’esprit humain, 
qu’il a souvent besoin de s’aider d’hypothèses , pour lier 
les laits entre eux. En bornant les hypothèses à cet usage, 
en évitant de leur attribuer une réalité qu’ellesu’ontpoint, 
et en les rectifiant sans cesse par de nouvelles observations ; 
on parvient enlin aux véritables causes, ou du moins, aux 
loix des phénomènes. L’histoire de la philosophie nous 
oiï’re plus d’un exemple des avantages ipie peuvent ainsi 
procurer les hypothèses, et des erreurs auxquelles on .s’ex- 
pose en les réalisant. Vers le milieu du sei/.i< nie siècle. 
Copernic en démêlant dans les apparences, les mouve- 
mens réels de la terre autour du soleil et sur ('Ile-même, 
montra sous un nouveau point de vue l’univers, et chan- 
gea la face de l’astronomie. Un concours inoui de décou- 
vertes a rendu mémorable à jamais dans l’histoire des 
sciences, le siècle suivant, d’ailleurs illustré par tant de 
chef-d’(X'uvres en littérature et dans les beaux-arts. Kepler 
reconnut les loix du mouvement cllipti(jue des planètes : le 
téle.scope trouvé par le plus heureux des hasards , et per- 
fc'ctionné aussi-Lc'it par Galilée , lui lit voir dans h's cieux , 
de nouvadles inégalit(is et de nouveaux mondes : l’a|)plica- 
tion que fit Huygens, du pendule aux horloges, et celle 
iMécAN. CCL. Tome 111. I) 
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des lunettes au quart de cercle , en donnant des mesures 
précises des angles et de la durée, rendirent sensibles, les 
plus petites inégalités des inouvernens célestes. En même 
temps que robservation oflroit à l’esprit humain de nou- 
veaux phénomènes, il créa pour les expliquer et les sou- 
mellre au calcul , de nouveaux instrumens de la pensée. 
JNéper inventa les logarithmes : l’analyse des courbes et la 
dynamique prirent naissance dans les mains de Descartes 
et de Galilée : Newton découvrit le calcul diirérentiel , 
décomposa la lumière, et s’éleva au principe général de la 
pesanteur. Dans le siècle qui vient de s’écouler, les succes- 
seurs de ce grand homme ont achevé l’édilice dont il avoit 
posé les fondemens. Ils ont peri’ectionné l’analyse inlinité- 
simale, inventé le calcul aux différences partielles inlini- 
inent petites et Unies, et réduit en formules, la niécanjquc 
entière. En appliquant ces découv^ertes, à la loi de la pesan- 
teur , ils ont rannuié à cette loi tous les phénomènes céles- 
tes , et donné aux théories et aux tables astronomiques, 
une précision inespérée dont on est sur-tout redevable aux 
travaux des Géomètres français , et aux prix proposés par 
l’Académie des Sciences. Si l’on joint à ces découvertes , 
celles de Bradley sur l’aberration des étoiles et sur la nuta- 
tion de l’axe terrestre; les mesures multipliées des degiés 
et du pendule , opérations dont la France a donné l’exem- 
ple en envoyant des Académiciens au nord, à l’équateur 
et dans l’hémisphère austral , pour y ob.server la grandeur 
de ces degrés et l’intensité de la pesanteur; l’arc du mé- 
ridien compris entre Dunkerque et Barcelone , déterniiné 
pai’ des opérations très-précises , et servant d(! base au sys- 
tème métrique le plus naturel et le plus simple ; les nom- 
breux voyages entrepris pour connoître les diverses parties 
du globe, et pour observer les passages de Vénus sur le 
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.‘<()leil ; lu (léLcrmination exacte des dimensions du système 
solaii'c , fruit do ces voyages; la planète Uranus, ses satel- 
lites et deux nouveaux satellites de Saturne, reconnus 
par llerscliel ; enfin , si l’on réunit à toutes ees décou- 
vertes , l’invention admiral)l(^ des instrumeris à rédexiou 
si utiles à la mer, et celles des lunettes aeiomati(|ues , du 
cercle répétiteur et des montres marines; le dernier siècle 
envisagé sous le rapport des progrès de l’esprit liumain 
dans les sciences matliéiuatiques , paroîtra digne de celui 
qui l’a précédé. Le siècle où nous entrons , a coniinencé 
sous les auspices les plus favorables à rastronoinie. Son 
premier jour a été rtmiarquable par la découverte d(i la 
planète Ccrès , suivie presque aussi-tol de celle de la pla- 
nète Pal/cis dont la moyenne distance au soleil est à tr»;s- 
peu-près la même. La proximité de ces deux corps d’une 
extrême petitesse à Jupiter, et la grandeur des excentri- 
cités et des inclinaisons de leurs orbes entrelacés , pro- 
duisent dans leurs mouvemens , des inégalités considé- 
rables qui répandront un nouveau jour sur la théorie des 
attractions célestes , et donneront lieu de la perfectionner 
encore. 

C’est principalement dans les applications de l’analysi^ 
au système du monde, que se manifeste la puissance de ce 
merveilleux instrument sans lequel il eut été impossible de 
pénétrer un mécanisme aussi compliqué dans scs effets, 
qu’il est simple dans sa causcî. Le Géomètre embrasse 
maintenant <lans ses formules, l’ensemble du système 
planétaire et de ses variations successives; il remonte par 
la pensée, aux divers états qu’il a subis dans les temps les 
plus reculés, et redescend à tous ceux que les temps à venir 
déve lopperont aux observateurs. Il voit ce sublime spec- 
tacle dont la période embrasse des millions d’années , so 

b ‘2 
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renouvcllor en peu de sièeles, dans le système des satellites 
de Jupiter par la promptitude de leurs révolutions , et 
produire de singuliers phénomènes entrevus par les Astro- 
nomes, mais trop composés ou trop lents pour qu’ils en 
aient pu déterminer les loix. La théorie de la pesanteur , 
devenue par tant d’applications, un moyen de décou- 
vertes aussi certain que l’observation elle- même, lui a 
fait connoître plusieurs inégalités nouvelles, et prédire le 
retour de la comète de 1759 dont l’action do Jupiter et de 
Saturne rend les révolutions très-inégales. Par ce moyen , 
il a su tirer des observations comme d’une mine féconde, 
un grand nombre d’élémcns importans et délicats qui sans 
l’analyse, y resteroient éternellement cachés. Tels sont les 
valeurs respectives des masses du soleil, des planètes et 
des satellites, déterminées par les révolutions de ces diffé- 
rons corps et par le développement de leurs inégalités 
périodi<[ucs et séculaires ; la vitesse de la lumière et l’el- 
lipticité de Jupiter, données par les éclipses de ses satel- 
lites, avec plus de précision que par l’observation directe ; 
la rotation et l’applatissement d’üranus et de Saturne , 
conclus de la position dans un même plan , des différons 
corps qui circulent autour de ces deux planètes. Tels sont 
encore les parallaxes du soleil et de la lune , et la ligure 
même de la terre, déduites des inégalités lunaires ; car on 
verra dans la suite , que la lune par ses mouvemens , 
décèle à l’astronomie perfectionnée , la petite ellipticité 
du sphéroïde terrestre dont elle lit connoître la rondeur 
aux premiers Astronomes, par ses éclipses. Enfin, par une 
combinaison heureuse de l’analyse avec les observations, 
cet astre qui semble avoir été donné à la terre pour l’éclai- 
rcr pendant les nuits , devient encore le guide le plus 
assuré du navigateur qu’il garantit des dangers auxquels 
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il fut exposé long-temps par les erreurs de son estime, La 
perfection de la théorie et des tables lunaires, à laquelle 
il doit ce précieux avantage et celui de fixer avec exac- 
titude la position des objets qui s’olfreiit à sa vue , est le 
fruit des travaux des Géomètres et des Astronomes, depuis 
plus d’un demi -siècle : elle réunit tout ce qui peut donner 
du prix aux découvertes; la grandeur et l’utilité de l’ob- 
jet, la fécondité des résultats et le mérite de la dilficulté 
vaincue. C’est ainsi que les théories les plus abstraites, en se 
répandant par de nombreuses applications , sur la nature 
et sur les arts, sont devenues d’inépuisables sources de 
biens et de jouissances pour celui même qui les ignore. 
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Incités et des inclinaisons, ainsi que du carré de la force perturbatrice. 
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Cette inégalité est très-propre à faire connoître l’applatissement de la 
terre. Elle est la réaction de la nutation de l’axe terrestre sur le sphé- 
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.LiEs mouvemens des planètes sont sensiblement troubles par 
leur attraction mutuelle : il importe de déterminer exactement les 
inégalités qui en résultent , soit pour verilier la loi de la pesanteur 
universelle, soit pour perfectionner les tables astronomiques , soit 
enfin pour reconnoître si des causes étrangères au système plané- 
taire, ne viennent point altérer sa conÿitution et ses mouvemens. 
Jeme propose ici d’appliquer aux corps de ce système, les méthodes 
et les formules générales présentées dans la première partie de cet 
Mi'ican. cél. Tome HT. A 
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ouvrage. Je n’ai développe dans le second livre qne les inégalilés 
indépendantes des excentricités et des inclinaisons des orbites , et 
celles qui ne dépendent que de leur première puissance; mais il 
est souvent indispensable d’étendre les approximations, jusqu’aux 
carrés et aux puissances supérieures de ces quantités, et meme de 
considérer les termes dépendans du carré de la force perturba- 
ti ice. Je commence par exposer les formules de ces inégalités : en 
substituant ensuite dans ces formules et dans celles du second 
livre, les nombres relatifs à chaque planète ; je donne les expres- 
sions numériques de son rayon vecteur et de son mouvement tant 
en longitude qu’en latitude. Bouvard a bien voulu faire le calcul 
de CCS substitutions, et le zèle avec lequel il s’est livré à ce pénible 
travail , lui mérite la reconnoissance des Astronomes. Uivejs 
(i ('orne 1res ont déjà calculé la plupart des inégalités planétaires : 
leurs résultats ont servi de vériiication à ceux de Bouvard, et 
lorsciu’il a trouvé des diHerenccs , il a remonté à la source de 
l’erreur , pour s’assurer de l’exactitude de ses calculs. Eniin , il a 
revu avec un soin particulier, le calcul des inégalités qui n’avoient 
point encore été déterminées ; et quelques équations de condition 
qui ont lieu entre ces inégalités, m’ont fourni les moyens d’en 
véiilier plusieurs. Malgré toutes ces précautions , il peut s’êtrc 
glissé dans les résultats suivans , des erreurs presque inévitables 
dans un aussi long travail ; mais j’ai lieu de penser qu’elles no 
])ortent que sur des quantités insensibles, et qu’elles ne nuiront 
point à la justesse des tables fondées sur ces résultats qui , par leur 
importance dans l’As tronomie planétaire dont ils sont la base, 
méritent d’étre vérifiés avec les soins que l’on a mis dans le calcul 
des labiés de logarithmes et desinus. 

Les théories de Mercure , Vénus , la Terre et Mars , n’oifrent 
que des inégalilés périodiques peu considérables ; elles sont 
cependant très-sensibles par les observations modernes qu’elles 
représentent avec une exactitude remarquable. Le développe- 
ment des inégalilés séculaires de ces planètes et de la lune, fera 
connoître exactement leui> masses dont la véritable valeur est la 
seule chose que leurs théories laissent encore à desirer. C’est prin- 
cipalement dans les mouvernens de Jupiter et de Saturne, les deux 
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plus grands corps du syslcme plancUiire , que rallraclion iiiulucllc 
des planètes est sensible. Leurs moyens mouvemens sont prescpio 
commensurables ; en sorte que cinq fois celui de Saturne est à 
tvès'peu-près égal à deux fois celui de Jupiter : les inégalités consi- 
dérables qui naissent de ce rapport, et dont on ignoroit les loix 
et la cause, ont paru long-temps faire exception de la loi de la 
pesanteur universelle , et maintenant , elles en sont une des preu- 
ves les plus frappantes. Il est extrêmement curieux de voir aver 
quelle précision les deux principales inégalités de ces planètes , 
dont la période embrasse plus de neuf cents années , satisfont aux 
observations anciennes et modernes : les siècles à venir, en les 
développant, mettront de plus en plus cet accord en évidence. 
Pour en faciliter la comparaison aux Astronomes , j’ai porté Fap- 
proximation jusq u’aux termes dépendans du carré de la force per- 
turbatrice ; ce qui me fait espérer que les valeurs que je leur assi- 
gne , s’éloigneront fort peu de celles que l’on trouvera par une 
longue suite d’observations continuées pendant une période entière. 
Ces inégalités ont sur les'variations séculaires des orbes de Jupiter 
et de Saturne , une grande influence dont je développe les 
cxpi-essions analytique et numérique. Enfin la planète Uranns est 
assujétie ;i des inégalités sensibles que je détermine, et que Us 
observations corifirnient 

Le premier jour de ce siècle est remarquable par la découverte 
d’une planète dont l’orbe est situé entre ceux de Jupiter et de 
Mars, et à laquelle on a donné le nom de Cerês, Elle ne paroît 
que comme une étoile de la huitième ou neuvième grandeur; 
son excessive petitesse rend donc insensible son action sur le 
système planétaire; mais elle doit éprouver de la part des autres 
planètes , et principalement de Jupiter et de Saturne , des pertur- 
bations considérables qu’il importe de déterminer. C’est ce que je 
me propose de faire dans la suite de cet ouvrage, lorsque l’obscr- 
vation aura fait connoître avec une approximation suffisante, les 
élémens de son orbite. 

Tl n’y a pas encore trois siècles, que Copernic introduisit le pre- 
mier, dans les tables astronomiques , le mouvement des planètes 
autour du soleil ; environ un siècle après , Kepler y ft entrer les 

A 2 
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lüix. du mouvement elliptique , qu’il avoit reconnues par Tobscr- 
valion , et qui ont conduit Newton à la découverte de la gravita- 
tion universelle. Depuis ces trois époques mémorables dans Fliis- 
toiredes sciences , les progrès de l’analyse inJinitésimale nous ont 
mis a portée de soumettre au calcul , les nombreuses inégalités des 
planètes 5 qui naissent de leur attraction réciproque; et par ce 
moyen, les tables ont acquis une précision inattendue. J’ose croire 
que les résultats suwans leur donneront une précision plus grande 
encore. 
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CHAPITRE PREMIER. 


Formules des inégalilés planétaires dépendaJites des carrés 
et des puissances supérieures des excentricités et des 
inclinaisons des orbites. 


Des inégalités dépendantes des carrés et des produits des e.vcen~ 
incités et des inclinaisons, 

1. Pour délenniner ces inégalités , je reprends l’équation du 
46 du second livre y 


d" .ri' r /tc.rir 


On a par les 20 et 22 du incriie livre ^ 






■■ ; 


+ 2 . 


7-==a. {i + le'‘— e.cos.Cn t + i—^J— ^e\cos. (ünt + 2 t — 2 7^)] ; 
l’équation dillércnlielle précédente devient ainsi , 

d.rir 

o=-^+«'-'-^r+Ort’’aAr.{t>.cos.fni+t— '!!r; + e".cos.('2ni4-2e— 2 -;) 

Maintenant, tous les termes de l’expression de iî, dépendans dti 
carré et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbi- 
tes , peuvent être ramenés à rime ou à l’autre de ces deux formes, 
. cos. . é n t n t *4* 6 ■*— i y -p 2 n t “i~ IÇ. J y 

IV . cos. * é n / — n t -T" £ — — % y -p L j y 

i étant susceptible de toutes les valeurs entières positives et néga- 
tives , en y comprenant zéro. Considérons d’abord la prcinièru 

forme. Elle donne dans 2.JéR-\-r.(—j ^ — la fonction 
\in' ^ Jf •e^os.{i.(n t nl+é — O + '^ut+K} . 
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^ ^ • / 

On a YU dans le second livre , que la partie de — , qui dépend des 

angles i-(nt — ni \ ^ i*(nt — ?it + ^ — i) + nt-\~iy est de 
('Cite forme , 

F. cos. i . (ni — ni-\- / — 6 ^- 4 - cos. { i . (ni — nt-\- ^ — i) + nt + i — -î? } 

+ cos. { i . (^ n't — 7 ii+t - — ; 

la fonclion 

(c,cos. + <?''. cos. ("2 72 / + 2 ê — 2 ^)'} 

produira donc la suivante, 

J ^ ^ Ç (F-\- G) .co^.{i.(nt — nt-^i — + + — 2 '?r-} 

a . I ^ ^ ce' • cos. {^i-( nt — — 5 ^- 4 - 27 zZ+ 2 i — ^ ^ 

ainsi , en n’ayant égard qu’aux termes dépendans de l’angle 
i.(n't — 72Z + 2' — î)+2nt, et en observant que si Ton fait — i, 
CO qui revient à prendre pour unité de masse, celle du soleil , en 
négligeant la niasse de la planète; on a 72 *a^— 1; l’cquation dilfé- 
rontielle en 7’ cTr devient , 

■-IjLn- rS'rA-^ r,^n- (('7^+ e>’-COS. /— + /— 0 + 2/?^ + 2^} | 

W'- ^ \-YH.ce .cos.{^i.(nt — 7 zZ+e' — O + ^tzZ+^é — ^ — ar'j ( 

r 2 Y 2 — i').n ( dM\\ f . / / / ^ x-'» 

+ n'a‘.\ —, )>.cos. —i)-'r2r,i-\-K ]- 

\^i]i .n \da / ) 

d’où l’on tire en intégrant, 

r 3 , \(F+ G J), e"". cos. {2. ( nt — nt+ s' — g + 

] ' ’ I + Il -ce . cos. [i,(nt — tz Z + e' — 0 + 2 72 Z q- a g — ^ — îc-' ) J 

) U — -,—.a 31 +a\(-^Y^\. 7 i''.cos.{i.( nt — /zZ+g' — 5 ) + 2nl + K] I 

( [/V+(2--7; .7i \da /} 

(^3 — i).n^ . 1 — zj./i} 

r^r 

Si celte expression de — est considérable, et si l’un des diviseurs 

ia'+Cb — i) 72 .f in+(\ — i).n est très-petit, comme cela a lieu 
dans la théorie de Jupiter troublé par Saturne, lorsque l’on sup- 
pose i — •) y 2 72 étant à très-peu près égal k 572'; la variabilité des 
élémens des orbites a une influence sensible sur cette expression ; 
il importe donc d’y avoir égard. Pour cela, nous mettrons l’équa- 
tion différentielle en rcTr, sous celte forme, 

— — [- 72 \ refr + 72 ®.a'^. P.cos. {i,( n^t — /zZ-j-e' — e ^q-272Z ^2ê} 
-h- 71" • sin. {i,( nt — TzZ-f %' — s ^ q- 2 77Z + 2 g } . 




O— 
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lOti riiilégrant et négligeant les termes dépenclans des dilfércnccs 
secondes et supérieures de P et de P\ nous aurons , ' 

r^r n* 


ar (m -f — ij.zi) , ^in .iij 

[ '2.[i.(n' — 7Zj-}-27z} , 

jjP i- >• cos. { 72 ^ -|- 5 -—èj -L 4 “ 2 ï } 

( . { zVé+f I— j 

, , I a.iifn' — 72^ + 272). 

I '^{p' ^»sin. ( 7(72 £ — È j + 27Z/+2£} 

( i-i';.»} j 

La lornuilc ( L) du ii®. 46 du second livre deviendra en \ 
faisant /u=-. r , 

[ a.fW , \(F-\-G). e’' •ÛX\.{i.(n t — — O+^TZ^-f 2£ — S'^r] I 

cr.ndt -tf * C6 .Sill, — sjV 27Z^*{~^-“*'^“~'^ } | 




l+< (^6 — 3/;. Tl" 


27 i.a . ( — 1 




[in 


^ \^^ / >• sin. [ Z « J L 2/2^ + A] 




in 


»/l-£ 


En donnant a z, toutes les valeurs entières positives et négatives , 
en y comprenant zéro 3 on aura toutes les inégalités dans lesquelles 
le coellicient de ut surpasse ou est surpassé par celui de ji't, de 
deux unités. 

Si le coefficient in!’\-(2 — i).n est très-petit, et si cette inéga- 
lité est très-sensible, comme cela a lieu dans la théorie d’üranus 
troublé par Saturne ; alors on mettra la partie de i? , dépendante 
de 1 angle i,(u t — zz^+é — Éj + 2n^+2£, sous la forme suivante : 

Q.COS. {z.f/z'/ 72 ^+ê' — £^-}” 2 72^+2fc} 

4 " Ç * sin. A* • 0^ ^ ““ *— 6 J 2. n t y 

et Ton aura 


'ia.fj 7 idt.àR = 


(^6 — 3 i) .n"^ a 
{in+( 2 ^i).n}^' 


( 6 — 3 ij.n^a 


2. 


Q+~ 


dq 

dt 


— i),n) 

dQ 


2.- 


Q'-rj 


dt 


in'+ (2—i).n) 





^ U E C A N I Q U E C E L E s T E, 

Ea formule (^T) du n®. 46 du second livre, donnera ainsi, 

^ , ((F+G) >e'',sin,[i.(7it — nt+t — g ^4*2n^+2ê — 2 ^] 1 

a\n(k ‘ * \'\-H^ee\sï\\\i,(nt — nt-\‘i — sj + 2n^+2ê— 'sr — 

fO-v;..- f 1 


jf'/i/ '1 ^ / \ I •'•i ly V lyy i ' "y • ” 

k Q, > Vtia n.cos. {i.(n t—nt\-i—^)■V '^1 

Je supprime pour plus d’exactitude, le diviseur 1 — dans 

cette expression de J'i' • parce que ce diviseur n’alfccte point, comme 

ou l’a vu dans le n"*. 65 du second livre , la partie de cette exprès- 

sion, qui a pour diviseur le carré deîVi' + ('3 — i).n; et dans le 

cas présent, celte partie est beaucoup plus grande que les autres. 

13c plus, en vertu du meme n^, il faut appliquer celte partie de 

au moyen mouvement de la planète m; et comme elle est à 

fort j)eu près égale à l’inégalité entière dépendante de l’angle 

1,(71' t — nt+( — sJq-27zM'26; on peut appliquer cette inégalité 

entière, au moyen mouvement de m, 

^ 1 . , dP dP^ dO d(y ^ , 

Un aura les Valeurs de -r~, -T-,-— et , en diflerentiant les 

dt^ dt dt de ’ 

expressions de P, F( Q, Q', par rapport aux excentricités et aux 
inclinaisons des orbites, aux positions de leurs périliélies et de 
leurs nœuds , et en substituant au lieu des différences de ces quan- 
tités, leurs valeurs. Mais on aura plus simplement ces Vc^lcurs 

de — , &c. de la manière suivante. On déterminera la valeur de P, 
de 

pour une époque éloignée de deux cents ans, de la première époque 
à laquelle on fixe l’origine du temps t. Eu nommant P» cette 
valeur , et P l’intervalle de deux cents années ; on aura 


da jysm.{i.(nt — — 0 + 272^ + ^- 


'[«.Q'- 


m' + (a — i).ii 


cos. { i.(nt — nt i — 0 + V 25 ^ 


On aura les Valeurs de -r~, -T-,-— et , en différentiant les 

^ i- ^ y] t- ^ 


On aura par le meme procédé , les valeurs de “, -j— , 

Pour conclure rexpression de — , de celle de i^ous dési- 


gnerons 
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;;iicrons par —, Ja partie tic — cjui tlépeiid de l’angle i.( nt—ni + ^ — £ 
' 2 nt-v- 2î ^ et nous aurons 


+ F.cos. { i.(a t — nt + e' — 5 ) + e( 7 .cos. ( i/nt— 
+ e'jy. CCS. {i . — € j4-/z^ + € — 


— 72 1 + '/ — e ) + 72/ "i' 


d’où l’on lire 
r r^r 
a a 


+ i • ( F . COfy. {i,(n't 72/ + 5 ' £ ) + 272/ + Ci 6 2 ^] 

+ ^ ee\ H . COS. {i . (n t — — £^ + 2 7z/4- 2 r — m + j . 

2<« En cojJsidérauL de la meme manière, les termes dépendans 
d(‘ l’angle i.(nt — nt-V '^ — et supposant tpie l’on ait, en ne 
[)orlant rapproximatiou que jusqu’aux premières puissances tU.s 
(‘xeentricilés , 

- ~=^F. cos.i.(n t — 77 /+ s' — î ) eG -cas. {i.( n i — 7z/+'/ — s ^+ 7 z/ + £ — 

+ c G' . eos. ( — i.( n t — n t + i — s J + tz / + e — -ir } 

+ c'II . eos. { Z . f /?'/ 7Z/+£ £^ + 72 / “P s 

+ e H ' . eos. ( — i.( nt — ni + e' — s ^ -P zz/ + s — }y 
i étant ici positif; on aura 

f {( G -■{- G' ) . .cas. l, (n't — 7 z/+e' — z) ) 

I ^72 . < + fr c e . cos. {l»( ll't 77 t “P 6 J + ^ ‘^ } 

'1 ( H' ce . cos. { 7 + 72'/ — 722 + s' — — ^ + + |j 

dN^ 


r è'' r 




da J 


— . a ivl . cos. {i. {ni — nt + 1 — 1)-\- TA 

n — n) ’ 


^iu' — {i-l-i J-nj.f in' — (i — j ).n } 

■2.d(f^r) [(G—G').e\ün.i.(n't—nt-\-i — i) ) 

'a\nilt — j Cee' .Hiu.li.Cn't — jit + i — 0 + ® — '^') l’ 
( — Ilee' .sin. [i.(n't — — i ) — ct + 'st'} ] 





C- 


TV^l 1 ' 

“ “T— — . a iV • sin. {i,(n t — 72/+ / — e ) H- h } 
(uf — irtf J 




Si l’on désigne par la partie qui dépend a la fois des carrés 

des excentricités et des inclinaisons des orbites , et de l’angle 
t-\- ni-\- i! — <t) • on aura 

MrcAN. CUL. Tome III. B 
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£ll. = — -f j. {G+ G' — F} — nt+i ' — 0 

C a* 

^^.Hee\cos,{i^(jit — nt + t — tît— 

+ j*H'-ee\ Cüs. {i.(nt — 72^ + / — 0 — ^ } • 

Dans CCS trois expressions , i doit être supposé positif. 

5 , Legrand nombre des inégalités dépendantes des carrés dcvS 
excentricités et des inclinaisons , ne permet pas de les calculer 
toutes : on se dirigera dans leur choix , par les considérations sui- 
vantes. I*". Si la quantité m' + (^2 — i).n diffère peu de ±72; alors, 
run ou raulrc des diviseurs — i)>n^ et iii+Ci — i)»?i de 

la fornuile du n'’. 1, est peu considérable, et par-là, celle 

formule peut acquérir une valeur sensible, s"". Si la quantité 
ui \( '2 — i).n est peu considérable ; les termes de la formule (C) 
du méjiic n^. qui ont cette quantité pour diviseur, peuvent devenir 
s(MKsibles. 3”. Si la quantité i-(n — n) diffère peu de db/z; run ou 
ranlre des diviseurs in — fï+i )-n y et in — (i — 1^.72, de la for- 
mule (jE) du if\ précédent, est peu considérable , et par-là, cette 
formule peut acquérir une valeur sensible. 4 ^. Enfin , si la quantité 
i*(n — n) est peu considérable ; les termes de la formule {F) du 
rr. précédent, qui ont ce diviseur, peuvent devenir sensibles. Il 
faut donc calculer avec soin, toutes les inégalités assujétics à rune 
de ces quatre conditions. 

4 . Les quantités G, G\ H ^ H\ sont déterminées par les 
approximations développées dans le second livre : nous allons 
déterminer 31 et N, Pour cela , rcqireiions la valeur de R du n®. 4 (i 
du second livre , 

_ -ni' x' + yy+ Z z') m' 

\/ (x* —07/ 4 - — y)^ 4 - fz,' — Z-/ 

r étant ici le rayon vecteur de m\ Prenons pour plan fixe, celui de 
Porbite primitive de 772, et pour ligne des abeisses x , la ligne des 
nœuds de roi bite di‘ rn avec ce plan. Si l’on nomme p l’angle formé 
psr r et par cette ligne; p' l’angle formé par celle meme ligne et 
l)ai' r; et 7/ la tangente de rinelinaison respective des deux orbites 3 
on aui’a 
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X = r.cos.^^ ; J — r sin.i^ 
^ ^ r'.sin.v' 

x' = r .COS.P s y — —-z=z=. 

V/i+y* 


LIVRE VI. 


Z l—â O y 

^ r'v-sin.v' 
Z = — ■■ — 


V" 1 + 


J 1 


cc qni donne, en négligeant les quatrièmes puissances de s' 


R==~~. cos. (p'—p)—^^. — . { cos. p'—p) — cos. (p' P )} 
f' ^ 4 r 

m' ^ m'y® rr . {cos.(v* — v) — cos. 

“• ' — .. " 4* 4- 

^/r®— 2 r/ . cos. ( v'--v)+r^ ^ { r® — 2 rr' . cos. ('/— ' 


Supposons , comme dans le n"". 48 du second livre , 

r 

~ . cos. (nt—nt + ê' - 0 — { «*— 2««' • cos.(' nt—nt + e'— 0 + o'’ } 

=::r^.S*.^^^^).cos. i,(nt — 9 

et représentons M-cos\i*(n t — nt + ^' — ê^ + 27i^+if}, par 


]M^°\ ^®.COS. — nt-^i — ^)^^r 2 71^4-2 € — S'sr} 

4 -iH^'^.c^^.cos. 2 n/ 4 “ 2 e — '»■ } 

4 -AZ^''^. ^'*.cos. (z.é '^7 — nt + i — i) + ^nt+ 2 i — 2^' } 

+ >*.cos . — nt + i — èj-i- 2 n^+ 2 i — 2 n} ; 

n étant la longitude du nœud ascendant do l’orbite de m , sur celle 
de ni , comptée de la ligne où l’on lixe l’origine de n i 4“ s. On a par 
le n'’. 22 du second livre, 

- r=rl+fe® — ^.COS.(f/î^4-6 —^) — {e^-COS,(2nt+2t — 2'^)-^ 
a 

i;=7zZ4-£— n + 2^,sin.f7Z^4-e— ^;-h^e*.sin. (2nt-Jr2i — 2^) ; 


ce qui donne les valeurs de — et de i/ ^ en marquant d’un trait les 

quantités ;z, e et On a ensuite, par le n®. 48 du mémo livre, 
le produit de .cos.{i.(nt—nt■\■^—l)y parle sinus ou le 

cosinus d’un angle quelconque /V 4 -/, égal à 


[i.(nt — 72^+6' — i)+f t+I}* 
cos. ^ 


De là il est focile de conclure , 


B 2 





1 


^.r E G A N T Q U E C E J. ESTE 


J]l^ - 

r,i 

i»(ki — 5 J. ^^'^ + 2. ("22 

H * 

i 

< ( 

Ul 

>7 * 


'/ • " 

M'-'': 

in 

c 


M''- 

in' 

l-f 




et dans le cas d(' i~i ■ 


‘^’^ \daj \ t/aVJ 

^ / 1 7 , 4 r; — îk^\ ^ 


ma m f . 

—-.aa.B^l 

4 a ^ O 


Kcprc-scrUons iV-cos. + termes 

ôuivans , 

JV cos. / . (a t — 72 / + e — 0 

+ iV( ’) . e e . cos. {i.(nt—nt^î— 0 -^'^—'’') 

+ iV<“’.ee'.co.s. — n<+‘' — 0“'^+ 

non .S aurons 


{c/cr^rjj- 

; él.mt supposé posllH'el plus grand que zéro , dans ces trois der- 
nières expressions. Dans le cas do i-i, ü faut ajouter à iV^“' le 
/nV* ^ 

Imiie T-'-T,- 

Il est plus commode pour les calculs numériques, de n’avoir 
dans les rorinules, que les dillerenees relatives à rnncouà raiilr.,- 
des deux quaulites a et a'.'On trouve alors ]K(r le n°. <19 du .second 

/dqC'-o\ /J<idC'-‘A| 

4 I ^ 

/ 1 if : o-ix 


, ] /d/iO-'A /d.IA 0 ~>)\-\ 

j.\( 2 i- 2 ).(.i-<). V) ■’ 

-"-. *^2/+2;.r^/+ wâ^yi' 


r/a J ^ \ 
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5. l'-c cas de /=o, rncvitcivne aüeiiüon parliculière. Ileprcii>n is 
la fuvmvdo (T) du n”. 46 du second livre, et considérons d’abord hr 

Icrinc de l’expression de r/tTn, donnée par c<'Ue 

du 

formule. Oii piU" le ii^. 53 meme livre ^ et en n aydiit ég-ud 
qu’aux termes allée lés de Tare de cercle nt^ 


- r=: 1 — A.sin. (nt-\r‘-) — l.cos.(nt-^i) j 
a 

— = ^ D) -nt.ûw. 

a ‘J. 

— — .(liC-\-h'D).nt.co'A.(nl-]ri) 

U 

ce qui donne, en ne considérant que les termes dépendans des 
carrés et des produits de h , /, //', cl indépcmlans des sinns et 
cosinus de et de ses multiples, 

d. (2 r.dh’-\- dr.h-)=^ . {(Id^P) . C+ (hK + IV) . D) . 

On U ensuite, par les n'“ rejet 20 du seeond livre, r'dv—d^ndl. /i — e’; 
OU aura doue 


d . ( A Y .d^ f-\~dr , ^ r) mît 


.[(h' + l^).C+(h7i+lV).D} 


Ou a par le n®. 55 du seeond livre , 

TJi H . C m II . D 

('0,0 = LiO-—-; 

parlant, 

.du 

Considérons ensuite le terme - — — j- , de la meme lormrde (T). 

Si l’on n’a égard qu’aux quantités séculaires dépendant(‘s d(‘S carrée 
(M des ])roduils des excentricités et des inclinaisons des oi biles ; 
on aura par l’analyse du précédent , 



MJîCANlQUE CELESTE, 

m' , , ( , /dA<^°'>\ , /ddAM\) 

m' , , ( r , /dA<-'A , /(/^C0\ , /ddAM\ ) 

+ _YAA+//;.[4^^')-i-2a|— j + 2a|— j + aa|— ,j| 
+ j.aa'.ZÎ^'). {Cp'—p)' + (q'—q)"]-, 

p'f q, q y exprimant les memes clioses que dans le n'’. 5 i du 
second livre. De-là il est facile de conclure ^ par les n^' 55 et 59 du 
se cond livre , 

an.m^ — — . {A’+/‘ + /C+rO ■\-—\.(hl^ + lV) 

2 ^ 

+ ^ fo, O- { O — ij/ + C?'— } ; 

ei‘ qui donne 

a/i.dS'Ji = dh- ( — (Oy \ + -I- r//. { — fOji^ 

+ (OyV).dp.(p—p)-\-(Oy\)-dq.(q — q). 

Twc second membre de cette équation devient nul , en vertu des 
cciuations {A) et (C) des n‘’" 55 et 59 du second livre j on a doua 

an.d*^I{ — o y 
d’oLi Ton tire , en observant que = 1 , 

■idt.fdtA^R— : 

na^.\/ 1 — 

/ng étant une constante arbitraire ajoutée à rinlégrale /d.^^iî. 

dt\(2rm'+Kê^r) 

Il nous reste a considérer la fonction — - — - qui entre 

.a V 

dans Texpression de donnée par la formule (T*) du ri”. 46 

(!n second livre. En négligeant le carré de la force perturbatrice , 

celte fonction se réduit a • — - , ou par le n . cite , a 




- — — . Cette quantité produit d’abord le terme ’ 

, . . 'itn .edt , - , •iTn' .aœndt , , 

qui ajoute a celui-ci, égal a . ■ a cause de 

na'‘.\/i—6^ V i—e’^ 

n’ii’ = 1 , le détruit J parce que g~-— 5^ - 
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second livre, lleprcnanl cnsuilo l’expression précedcnlc de 
nous obsei'verons que la fonction 

-.aa! .B''''), {(p — pT + (ç — ç)'} + &c. 


m' 

V 


est égale à une constante indé])ciu]anle du temps t ; puisque sa eil- 
férentielle est nulle en vertu des équations (C) du n^. 59 du second 
livre; et si l’on îie considère que les deux planètes ?n cl ///, coiîiiîie 
nous te ferons dans ce qui va suivre , (p' — pT + C^' — e.^l 
en vertu des memes équations , une quaulité indépendanle du 
temps ; la fonction précédente ne peut donc produire dans 

, /cUR\ 

2. ndt^ a* . ( — — J 

\da J 

— - J qu’une quantité pîmeillemcnt indépendante du 

temps 5 et que l’on peut ainsi négliger, puisqu’elle peut être sup- 
posée se confondre avec la valeur de ndt. On aura donc , en faisant 
disparoîlre les dilférenecs partielles de cl de au 

moyen de leurs valeurs données dans le n®. 49 du second livi’C, 


- / dê^R\ nindt 

2ndt.a\[ -T - I 


\ da J 


2 

-m 


.{/. +/■+*•+/ 


Si l’on rassemble ces différens termes , on aura 


. . rn .ndl 

d^v=——.(h' 

8 


m .ndl 


4 

m! .ndl 


» f . (dA^^^\ , (ddA^^^\ ^ 

•(-*.—)+=“ ■(-TE.--)' 


On pourra dans cette expression , négliger les termes indépendaiis 
du temps t. Il est facile d’en conclure rexpression de dAt^\cn cliaii- 
géant ce qui est relatif à /7^, dans ce qui est relatif a et réci])rü 
quement ; et en observant que quoique la valeur de relative 
a faction de m' sur w. , soit par le n”. 4g du second livre, diüé- 
rente de sa valeur relative à l’action de m sur m cependant on 
peut , dans l’expression précédente , employer iiidilféremment 
l’une ou l’autre valeur. Mais on obtiendra plus facilement 





(qdp—J- 


, r, AJ i: c. \ N i (J U J': (’ Jî h e s i' e , 

jiar la considération siiivanlc. lSî l’on ajoute la valeur AedJ'p, innl- 
iipliéc par m[/a, à Ja valriir de r/Ze', luuJ lipliéc^ par m\ra>; on 


Mira , ( 


‘Il snbsliluant an lien (h'S (lilléi(*jic(‘s partielles de et 


vie (311 d y leurs dilléreiiees jiartielles en 


J 





'^mm .dt 

Si l’on ne considère cpic d(‘nx planètes ? 7 i et m'^ la diflèi’cn li(‘Il(‘ du 
second niciiibrede cette (équation est nulle (Mi vertu des équal ions [^ 4 ) 
du n^ 5 5 du s(’cond livre; on a donc, en ne considérant (|ue les 
(juantilés périüdiqu(‘s séeuJaiix's, 

O ~ ni . \/^a * dS^v \- ni' v ; 

re qui donne immédiatement S'd^ lorsque l’on a déterminé cTe. 

Jiii valeur d(‘ dS^v ('sl r('laliv(' à l’angle compris entre les d('ux 
rayons V(‘Ct(‘urs c l z’+c/r. Pour avoir sa valeur vedative a un 
plan fixe , nous observc'rons cjue j>ar le n°. 4 () du second livre , si 
i On lîomnu’ c/e, la proiceliou dc‘ c/e sur ec' plan ; on a, cw iiégli- 
geaut les (Quatrièmes puissances de i’inelinaisoii de l’orbite^ 

Ou a par le n'’. 53 du second livre, 

s — q • sin. (iit+ ê ) — P . cos. é'i /-f-0+ 
ec‘ qui donne 

ds = (^q • dl- cos. ( nl-\- g J + Çnp • d£.sh\. (ni~r 0 + ; 

on aura donc, en négligc'anl les cjuanlités jiériodiqucs dépendantes 
de 7z/, cl en observant que dv ^ndt à trèsqieu Quès, 

îûnsi , pour avoir la valeur de di'v,, il faut ajouter à la valeur 

• , <7 dp — pdq 

précédente de a.cTe, la quantité ^ • 

Si l’on ne considère que deux jilanèles ni cl ni ^ on aura Qiav le 
n'’. 59 du second livre, 


'^q ).:!i V "a + ( qdp—pd(i).ni\^d-~ 


mm'.dt 


.ad.B^ ' \ [(p- pr + ( q-qï J i. 


et 
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et le second membre de cette équation est égal k dt mviltlplic par 
une constante 5 en n’ayant donc égard qu’aux quantités périodiques 
séculaires , ou aura 


O — m. +m' . 

et étant relatifs au plan fixe. 

6. Considérons maintenant les inégalités du mouvement en 
latitude, dépendantes des produits des excentricités et des incli^ 
liaisons des orbites ; reprenons la troisième des équations (P) du 
11®. 46 du second livre , 


O ; 


ddz 

dL^~ 


IU.Z 

+ ~7 + 



Prenons pour plan fixe, celui de l’orbite primitive de m,ce qui permet 
d(^ supposer z nul dans 

f f t 

que Z = r s , 


3^ura par le n®. 4 , et observant 


m . r's* 

T 

— arr.cos,(^' — ^ ‘ 

l’équation différentielle en z deviendra ainsi, 



ddz 

O = — ' — (n- 3 e. cas. (nû+i — 
d 

m' .n^a^. s' m' . , // 

+ 71 T- 

— arr .cos.^v' — | *• 

Représentons par 

M.sin.{i.(ni — K] nt — ^ + 7 .}, 
la partie de 

ms* m ' . ds' 

^ {r*— arr .cos.^v'— ‘ 

dépendante des angles i.(nt — 72/+g'— + 271^, eiL( nt — n/ 4 -i' — 
et supposons qu’en n’ayant égard qu’aux inégalités de z , dépen- 
dantes de la simple inclinaison des orbites , la partie de z relative à 
l’angle i.(nt — — g^ + zî^soit 

yaF •sii[i,{i.(n^ t — n/ + e' — «^ + 72/ + g~nJ ; 

on aura, en ne conservant que les termes dépendans des produits 
des excentricités et des inclinaisons , 

Mécan. cjèl. Tome III. 
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dt^ l + sm.{i.(^7l /— ;z#+f — t) + nsr — n) J 

4- /^®a^ . Af . sin. {i-( n!t — + 1' — t ^ + 2 71^4- j 8 l} 

4 - • N . siiî. [i.( n't — nt + 1 — i )+L]ÿ 

d’où l’on tire en intégrant , 

({•n* .ey.aF.sin.li-Cnt — nt+t — t) + 2nt4- 2 € — — n}| 

1 4-/2“a^.-S/. sm,{i.(nt — + e' — €^4- an /4- A) J 

.ey-aF>sn\\i.(nt — nt + % ' — t ^ + «ît — n } ] 

+ ni — — éJ + Z) / 


{in^ — (i + *^«n} . {in — (i — 
On aura la latitude s , en observant que 


s — 7=: — . { 1 +^.COS. (nt+t 'sr)'j • 

un aura donc ^ , en divisant l’expression précédente de z par a, 
et en lui ajoutant la quantité 

}ey.F- 3 in.{i»( n't — nt+k — 1) + 2nt+2i — n) 

+ ^ey.F.sm.{i*( nt — + — n). 

Il ne s’agit plus que de déterminer M et N ; ce qui seraf aci.c , en 
suivant l’analyse du 11®. 4. Mais nous nous dispenserons de suivre 
ce calcul ; parce que les inégalités de cet ordre en latitude , sont 
insensibles, excepté relativcïiient à Jupiter et à Saturne, à cause 
de la cominensurabilité très-approchée de leurs moyens mouve- 
mens , et nous donnerons dans le n®. 10 un moyen très -simple 
de déterminer ces dernières inégalités. 

Si l’on rapporte le mouvement de m , sur un plan lîxe très-peu 
incliné à celui de son orbite primitive ; en nommant (p l’inclinaison 
de cette orbite sur ce plan , et ô la longitude de son nœud ascendant ; 
la réduction du mouvement sur l’orbite à ce plan , sera par le 
n‘'. 22 du second livre, 

~ ^.tang.'p.sin. (2p , — 2 Ô^-~tang. 
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étant le mouvement v rapporté au plan fixe. Ainsi , le mouvr- 
ment en latitude, introduit dans le mouvement en longitude sur 
l’écliptique, des inégalités dépendantes des carrés et des puissances 
supérieures des excentricités et des inclinaisons des orbites. Mais 
ces inégalités sont insensibles , excepté pour Jupiter et Saturne. 
En ne considérant que les quantités séculaires, et obse^fUÏt que 

taiig. ^.sin. ô ; tang. cos.ô = y J 

on aura 

da . dp 

— .sillY/Z^+e) — /. — .COS.(^/2^4-e ). 

dt ^ ^ de ^ 

lie terme — tang. ? . cT^. cos. — 9^ donnera ainsi le suivant, 
t(qdp — pdq) 

~adt ’ sorte que 1 on aura 


= P + t. 


(qdp—pdq) 
^dt ^ 


ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé dans le n®. pré- 
cèdent 


inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois dimen- 
sions des excentricités et des inclinaisons des orbites , et de leurs 
puissances supérieures. 

y* Les inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois 
dimensions, des excentricités et des inclinaisons des orbites, sont 
susceptibles de ces deux formes , 

]]d.sïn,[^i.(n' t — nt-\-é — « ) + '^nt->rK] ; 

N .sin.(L('/^7— '/zZ + f — i )^nt-\-Iu\, 

On peut les déterminer par l’analyse dont nous avons fait usage 
dans les n®\ précédons ^ mais comme elles ne deviennent très-sensi- 
bles, qu’ autant qu’elles croissent avec une extrême lenteur ; cette 
considération simplifie leur calcul. Reprenons la formule (Y) du 

^ • d(r^f) 

n'’. 46 du second livre : on peut y négliger le terme — - — - — qui est 

Or ,HCit 

alors insensible , à cause de la petitesse du coefficient de t, dans les 
inégalités dont il s’agit. Cette formule devient ainsi , 

C 2 
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}a.ffndt.dR+ti .fndt. a* . 5 

«r 

le diviseur i — de celle formule j devant cire supprimé pour 
plus d’exactitude, pcir' le n®. 54 du second livre. Il faut de plus, 
par ce, Hlême n®, appliquer dans la partie elliptique du mouvement 
de ces inégalités , au moyen mouvement de cette planète. Cela 
posé, si l’on suppose, 

JR =: mP.iyin.{i-(nt — nt + i — 0+ 

+ 7 nP'-cos.{i.(nt — nt-^t — 0 + 3 ^ ^+ 3 ^} 5 

ce qui comprend tous les termes de R, dans lesquels le coefficient 
de 71 1 surpasse ou est surpassé de trois unités, par celui de n't ; 
011 aura par le n^. 65 du second livre, 


X'^ 


^ {t.rn~n;+3n}“ 


-\P-~ 




2 . dp 

■^.dilF 1 

{ 7 . (/i' — ^O+i") 

{i.(n—n)+‘^n}‘.dt‘^ 

Q.dP' 

j.ddP 1 


(i.fn'— 

On aura ensuite, 

a m'n 

_J ‘•■(S)-"”' 


!<)) 


■ *^'OS.{i.(n't—nt+i'~() + 3 7i< + 3 « } 


i.(n 7zJ+37i I — je] 


Supposons enfin , qu’en n’ayant égard qu’à l’angle i . ( rit — nt^ é'— 

+ i2;;/ + 2t, on ait 

ï 

-- — H .tos,{i*(nt — 7z^ + î' — + yi] 3 

H étant déterminé par ce qui précède , et étant affecté du très petit 

diviseur i*(n' — 372 ; le terme donnera celui-ci , 

a^.ndt 

cH , . ^ 

’^.sm.{i*(n t — 72 ^-l-e — 0 + 3^^+ 3* — ^ + ^). 


On aura ainsi , en ne considérant que les termes qui ont i»( n --n ) 
+ 3/2, poui' diviseur, 



ar 


J'v- 
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( Lf+ — 

. ) 1 { J. ('»'-«;+ 3» }.tft {i.(n-n)+‘in}\dt’‘j 

\i(n'-n)+in)^']j 1 fz.r/iWf + t'- 

[ l \i.(n-n)+}n}.dt [i.(n'-n) + }n]Kdt’‘y 


nmn 


n;+3 


eH 


cos. {i.(nt — nù + t — *>}4- 3«/+3t}| 

” — n^+ê'— + j/i^+ jt}| 


— sin.{i. — w^+fc'— 0 + 3«“‘^ + -^}‘ 


L’équalion différentielle 


d^.(rlr) jti.r^r 


■/‘•«-■(S) 


donne ^ en ne considérant que les termes qui ont i*(n ' — /îj + jTZ, 
pour diviscMir , 

^ — 3J.y7é/^ I aP .sin. {/.('/z'Z — nt + î — O + 

i . {"/l'—n 3^1+ aP' . cos. { / . nt — nt+ 1 — g j + 3 Tzif + 3 s } ) 

— |ejfir.cos.(î.f/2'it — /z^+f' — 0 + 3/1/+ 3« — 'îy + -^) 

+ ~eJï.COS.(i.('/z'^ — /2^ + s' — € J + n^+t + Tir + -d^j. 

En réunissant cette équation à celle-ci , 

— == H.co^.{i*(n't — nt+t — î) + ^nt + ^ii + u4]\ 

Û® 

on en tirera 
è'T 

— = iî.COS.{i.é — 72 if + g' — gj + 272^4- 26 + -^} 

— eH *co^,{i*(nt — TziJ+g' — €^ + 377^^+32 — 

+ eH cos,[i>(nt — tz^ + s' — g^ + //^ + g-h'^ + .^} 
a,( i—'i).m'n [ aP .sin.(i.é7z'^ — — 0 + 3^^+3®}) 
P' .cos. (z\ — 7z^+ g' — 0 + 3^^^+ 3 s) J 

Celle valeur de — introduit dans J'v, une inégalité dépendante de 

a 

l’angle i.(nt — nt-\-i — et qui a pour diviseur 
i,( n' — n) + yi. Pour la déterminer, nous reprendrons l’expression 
de J't', donnée par la lor/nule (V)du n°. 46 du second livi'c. La 

partie ^ de celte expression , produit dans S'v, le terme 

{>eH.ûa..{i’^nt — nif+s' — 



12 ... MECANIQUE C E L E S T E , 

C’est le seul de ce genre qui ait i.(n — n)-\-yi pour diviscui*. 
Ij’inégalité de , d»5pendante de l’angle *.('«'# — /zf + »' — « ) -p s/zf + 2 f, 
est à très-peu-près , par le n". i , en n’ayant égard qu’aux tennes 
qui ont i.Cn — n) + 3'î pour diviseur, 

— «<+*' — «^-p 2 /z<+ a« + ^)- 
En désignant donc cette inégalité par 

jPC.sin.fz. f/z'^ — — s^ + 2zz#+2« + 5} j 
on a dans S^v l’inégalité 

K. . ( n t — zzf+e' — B}, 

8. C’est principalement dans la théorie de Jupiter et de Su- 
iurne, que ces diverses inégalités sont sensibles. En supposant 
z' = 5 , la fonction i.(n' — n^+ 3 zz devient ^zz' — 2 zz, et cette der- 
nière quantité est très-petite, en vertu du rapport qui existe entre 
les moyens mouvemens de ces deux planètes , ce qui donne aux 
inégalités correspondantes de -fr, et de <fv, de grandes valeurs. Pour 
les déterminer , reprenons l’expression de iî donnée dans le u”. 4. 
La pai’tie 

^^.COS.('v' v) {cos. (u p) C03.(v'+p)} 

Tïl 

— . . rr . cos. (i^ — v) 

+ r 

{r® — arr .cos.^/ — ' 


ne produit aucun ternio de Tordre des cubes des excentricités, et 
dépendant de Tanglo ^nt — 2 nt-^ il ne peut donc en résulter que de 
la partie 


V / r * — 7,rr' .cos,(v^v)+t'^ 


— cos . v ^p) 

{ — 2 r r' . cos. ( v' — + r' ^ ‘ 


et alors, les valeurs de P et de P' sont les mêmes, lorsque Ton 
considère l’action de m sur m, et celle de m sur m\ Déterminons 
tes valeui's. 

On a par le n". aa du second livre , en ne portant la précision que 
jusqu’aux troisièmes j)uissanccs des excentricités inclusivement. 
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- = i + — (e — — je*.cos.f 2nt+u^ — 2^) 

— |^\cOS.(' 372 /+ 3 « — 3 ' 7 ïr; • 

P = nt+i + ( 2 e — .^\\\.(nt + t — + .s\i\.( 2 nt-\‘ 2e — 2^^ 

+ ^£?\siii.("3 7 î/+ 3 £ — 3 tt;. 

Cela posé; si l’on déveloj)pe JR suivant les termes dépendans de 
l’angle ^nt — 2 7î^; on aura une expression de cette forme , 

R = JMJ°^ .e^ •cos.( ^n't — ^^nt+ 55' — 2 s — ) 

+ iH^‘\e'®e.cos.(' <^nt — ^nt\ 5^' — — 2 V — rs ) 

+ cos. 1^572'/ — 272/+ — 22 — — •l'w ) 

^ 11 ! t — ^nt-h 5t' — q# — 3'w^ 

+ JMJ^^ , ey^ . cos, ( 5 nt — 2 n ^ + 5 % — 2 6 — V — 2 
JRl^^K e y* ( ^n!t — ^nt-jr 5 — 2i — — 2n ) ; 


et l’on trouvera après toutes les réducliôns , 

, r dd^ CO 

771 1 i i 

, r d^ c3) ddbp^ 

771 1 i i 

, r rf,;/. (4) 

771 1 I i 

TTï I i î. 

= -.1380. +174.*. -■—+ 24 . «t*. — r— + ct^ . 

48 t â «« dtc* 

, f dbOU 

a ^ . j 10 . + «4 . -^-[ î 

16 I t t*" 3 

, f 


~èrj 

a 

dcc^ 
dV;/4)| 

-£rj’ 


de là, on lire 

771 . a'P = à . sin. 3 ^' + . sin. f 2 V4.i?r^ 

-h d JMS ^^ . e . sin, ("'sr'-t- 2'®“ ^ ^ . sin. 3^ 

+ a' , eV* • sin. ("211 4- d ) + d JMS^^ .ey^ . sin. (^211 + 


On aura m .d P' y Qi\ changeant dans cette expression de m! .d P, 
les sinus eu cosii\us , et il sera facile de concluie les valeurs de aP 
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e! de aP\ eu multipliant celles de a' P et de aP'^ par —, ou par 
Ou aura ensuite , en faisant i— 5, dans les expressions de i'p et de 
- du précédent , 

i f aa.dP 3a.ddP' 1 . , , , J 

\aP -1 rr — ^ — : ; — — t — 3 nt+ 5« — 2f)l 

{ (\n' — 9Ji).dt (]n — 2n)*.dt^) ^ ( 

f aa.dP' -^a.ddP 1 ^ ' I 

5/1 2n I ^ 2 7 ï/+ 52^ 

eJI , 

.sin. '^nt — 3 72 ^ + 5 s' — 3 6 — 

A 5/2'^ — 4/Z/+5 / — 4 e + 'sr-pi?^ J 

= //.cos.f 577^ — 372^+ 5s' — 36+ ^ ) — eH.cos.( t — 27 z^+ 5e' — A) 

+ e//-COS,(^ 572'^ — 472 ^- 1 - 46 + ' 3 r-}-^^ 

.11 [ <7p .sin. (^5 72 'lÇ 372^+55' 26^1 

5// — 2/1 t +aP'. cos. (^nt 2 72 5e' 2 6^j 

En supposant i — — 2 , et changeant ce qui est relatif à m , dans 
ce qui est relatif à m% et réciproquement 3 on aura 

( f 2a'. dP za^ddP' 1 . ^ , J 

, 1 lu P d T ; ,— >. 8111.(^572 ^ ünt-hKi 2t)l 

^ ('çn' — 9n),dt (311 — o.nJ'^.dV^) ' ^ 

(çji — 2n)^* I f aa'.dP' ^a'.ddP t , A 

C ) 2 //y \^\a'P ; T— 7-T 7-7- [xOS.^ 572 '^— 377^ + 52 — 20\ 

( l (V^ — 9 n).dt (^n — 2 n)^.dt^ ) ' J 

.m.n- i «'•.(^).COS.O«'*- 2 «/+ 5 ‘'-^ 0 | 

I — — 2 72 ^ 4 - 52'— 

.Sin.("5 72 / 272^+56 26 'îT +A ) 

+ ^.e'A'.sin. ( jnt — 372/+ 3e' — se-P-tr' + P'^ ; 

-H'.cos,( ^lit — ^ntAr^ki* — A') — H\cos.( — 272^+ 5e' — 

+ e H ' . cos. ('int — 272^+3 *' — 2 6 + 'sr' 4- A) 
lo.mvî r a'P .sin.f' 572 '^ — 272^4-56' — ^ 0 ). 

5 n — 271 1 + a'P' . COS.f' 572V — 2 72 /+ 5 e' — 2 ^ 
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rV y' y 

7 /^cos.(f4 /^'^ — — 2 £ + -^'; élaiil la partie de dépeu- 

daiiLe de TiUigle — o.nt^ el K' ('^n t — 2;7^^-4s — 25 + Zf J 

élaiit la partie de <^v'j relalivc au ineiiie angle. ] 3 ans"ces diverse s 
illégalités , nous rapportons jionr plus de simplicité , l’origine des 
angles, à rintcrsection commune des deux orbites de Jupiter vl de 
Saturne^ commet nous Tavons lait dans le développcmeîil de Tex- 
pression dei? du n'’. 4 , et comme nous le ferons dans Ic^ n''. suiv ani. 
Nous ne conserverons ainsi ciue pour l'analogie, l’angle n quil 
faut alors supposer nul. 

dP ddP, 


On déterminera de la inaniére suivante, les difTérenccs 


dù (h^ 


dp' ddP 


— . Ou calculera pour l’cpocpie tic 1750 , et pour uiu; < po<iuc 


ih ’ dl 

plus éloignée de deux; cents années jtdiennes , c’est-à-dire pour 
da dzr de' d-a-' dy dn ^ . de, dir^ de' 

1950, les valeurs de , .TJ. ^ 7* ’ d7 ’7/7 ’ 

CCS v^aleurs pour la seconde de ces époques; on aiu'a, en supposant 
cpie t exprime un nombre d’années juliennes , 

de de dde 

— h 200.-, — : 
dt dt dl^ 

les différences de et dde dans le second membre de ccfic équation , 
étant relatives à 1750. L’expression de e ^ pour un temps quelcon- 
que t , est, en négligeant le cube de t , et ses puissances supérieures, 

dde 


de P 

e-{-t.~-\ . - 

dt 2 


de dde 


O , , , se rapportant à l’époque de 1750. Celte expression peut 

s’étendre à mille ou douze cents ans avant et après cette époque. 
Onauiadela même manière, les expressions de e\ V, y et li. 
On calculera par leur moyen , les valeurs de P, correspondantes 
aux trois époques de 1750 , 2250 et 2750. Soient P, P^ , P,, ces 
valeurs ; l’expression générale de P étant 

ddP ^ 


„ dp 

P + 

dt 2 


on aura en faisant successivement 500, ^=1000 , 
Megan, cée. To/ 72 e Z/J. D 
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^ dP . ddP „ 

.—+250000 = 

^ dP , ddP 

i^+iooü. — +1000000. = 

ce qui doune 

dp _ 4p^-.3P— F ddP _ p^ — 2P^+P 

dt 1000 ^ 51)0000 

g* Les termes dépendans des cinquièmes puissances des excen 
tricités peuvent avoir une inllucnce sensible sur les deux grandes 
inégalités de Jupiter et de Saturne; mais le calcul en est pénible 
par son excessive longueur. Son importance a déterminé Bur- 
ckhardt , très-habile astronome, à rcnlroprendre. Il a discuté avec 
une scrupuleuse attention, tous les ternies de cet ordre qui dépen- 
dent de l’angle ^nt — ^nt ^ en se permettant seulement de négliger 
les produits des excentricités, par la quatrième puissance de Fin- 
clinaison mutuelle des orbites ; ce qui ne peut, en effet, produire 
que des quantités insensibles. L’expression de R du n^. 4 est rela- 
tive à Taclion de ni sur m : la partie de cette expression , qui a le 
])lns d’ialluence sur cette inégalité , est le produit de m! par le 
facteur 

y* / 

— • rr . { cos. (p — p) — cos. (p+p)} 

— — — . +- — ; . 

V/ r" — 2 r r' . cos. f v'' — r; + r'* { ^ . cos. (v — i'j + /“ } ' 

Ce facteur est le meme pour les deux planètes ; en le développant , 
et en ne considérant que les produits des excentricités et des incli- 
naisons, relatifs à l’angle — tint y on a une fonction de celte 
forme, 

N^°^.cos. (<^nt — Qnt+ 55 ' — 25 — 

-h N cos. (^n!t — tint Y — 2£ — 3 's' ) 

+ iV^*^.cos. Ç^ni — 2/2/+ 5g' — 3 g — 2V — 

+ JV^^KcoS. ( ^ni — 2 72/+ 5 g' 2 € — 'Tj' 2'sr^ 

4-iV^^^l.COS* f 572'/ 2 72/+ 5 g' 2 t 

+ ^nt 272/+ 5g' 2g4-'sr'' 4^2?^^ 

+ iV’^®).COS.(" 572'/ 2 72/+ 5 g' 3 g tL'V^^'ur 3 H Jt 

+ N^'^KcOS.( 272/+ 5g' 2g 

cos. (*)nt — 272/+5g' — 2 g 'ST Q,U) 

+iV^<9) cos.("57zV — 3.;^r+5g — 2f + V — 2^ — 
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cl l’on trouve 




S di.o J(».CO d^6,co 

3 1 3 8.6 1 J _ X 5 3 


768 




cfûc ^ 

5 ‘ 


dcc^ 


'('20267 .<?'* + 248(36. <?V 7225 . <?'* + 8 i 44 .(?V* ^ • 


a'iV^'>= 


e'* 




dhy^ 

dcc 

r/V. CO 


768 * 'j 4- ('1094. -4- 3692.é?’J.a*.— + (^482.^'"-!- l436.c\’.a\ — ~ 




-4' ('4 1 . (?'* + 1 4o . y) . Ot^ . h + 4 6^ V • • -rr~ 

Aet\ flM. J 


',84' 


590 

+30 


/db,^''> db,}'^A ^ 

A66,(o d'.byy\ /æbo) æbo)\r, 

y (/«“ rf«* ) y da^ d» ' j J 


dh Ci) A 


a'N>^-- 


l — ('io939‘.2.e'“+ 33 o 64 .c*^. 6 /^) — ( 42368 .c'‘ + 23 i3G.c‘0.a. ~ 

e'^e j d'bj-n d'b^^'> 

768 ‘ 4 +Gio 64 .e ’ + 2o88.eV-«'‘-—; ï^ + r 1 572.e'*+ lyio.c’^.a^- 


d»- ' ' ' d,c' 

d*bW d-’by^ 

+ Cl 5 2 . c'” 4 - 1 92 • cV • “■* • + ( 4c'*+ Gc’j . a ? . 


J 28 ’i /d‘by^ fI* 6 ,C 4 )\ /(Pb^<-'^ 

( + =9 • * {-it- + - -(-ir-H- -ir-j ) 


db U) 


1 — C 42912.^’+ 199848 — C21728.<?'' + 82032.e . — 


a'm)=. 


e ' . e’ 


d*6 C 4 ) 


dec 

d'by^ 


y 68 * ) — r 64 o . + 2970 . e'\) . a* . —7^ + ('864 .^*+1854. . ~rr~ 


du- . - ^^3 

d^b C4) ciS^ C4) 


du^ 


du- 


I) 2 
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JZ,^C5)\ -J 

, 8 o...(Y^+Y>) + « 34 -*{-i-+-î-j I 

laS /d»Z.,C’) d‘.ô,(^A /rfî5,C3) 

I + ,8 . + -^ j+ -ir-j ) 

( I iSéo-e*" -f 1 5 2000 . — (' 656 o.e’“ + 65 i 68 .e'’^ 

X 

,3 I 

^ — ( 592 . £’+ 4720 . e'“^ . ct“ . — ~ — H 1 52 . <?“ + y 20 . e'‘) . 

^ ‘h (26.6'' + 128 — ]r( e^' + ie '') . ct^ . — 

a«t^ (zct"* 

_ n 4 -(«;<'>+Jf)+— ■^-îr+-irj ( 

f)i' 


7 G 8 


diy^^ 

^■-i- 

rf 3 Z,,C 3 ) 

dti‘ 


a'N^'^ 


aN^^'> 






a'm'^y 



^ 384 ■ 


r'.c^ 


768 

) -— 



128 


c'y* 


128 


cy* 


128 




C 4 ) C 6 ) 




«3 ■ dci' 

d^b.w 


l4i448.ô/®^+iB392.«. — 7 — }- 1780 .»“. — -~ 
I 7 




d^b 


i 




> 29 .^^ 

dhy^ 


f/o£^ 


^5 î i 
dc,^- j 


d ^ by ^ 


d^bM 


dcc 


. a/ . — 7^^ [- y . 


dci* ' d(jd 

dhP^ 


\( ^6,e'' + 8^2 ), u.b + (ie^ y 8j .e"" ) , a"" , 




- (" 16 e* + 2 . Ci ? . — y e'"") 


d<‘b.w 


d'. 6 / 3 )[ 3 

.Ct^ -^\ 

d«.^ ) 


dbW - 

T I 


d^b»'> 

' + ( iké^—e ') . + ^2 e'“+ e’; . . -~-~ 


des.' 
dhW 


d^by^ 
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Lorsque l’on considère l’action de m sur m , il faut par le n°. 4 

augmenter dans a'N^°\ de -, ou de — a, ce qui aug- 


mente de 


313«Î .u.e'^^e 

7G8 


Lorsque Ton considère Tac lion de 


m sur m', il faut aiigiuenlcr bS'^ de ce qui augmente 


de 


500.e'4e 

7G8 . 


. Cela posé , ou mullipliera les valeurs précédenics de 


&c. par/zz', et l’on décomposera cliacun des cosinus 
qu’elles multiplient dans la fonction (O), en sinus et cosinus de 
— 2 nt-^ 5s' — 26 ; ce qui donne à celte fonction la forme sui vaille, 

m-a'Pj • sin. ( — 2nt-\- 55' — 2 g ) 

+ m •a P .cos. ( ^nt — 272 5g' — 2 ? ). 


On multipliera pareillement par rn , les valeurs de 

&c. ; relatives à l’action do m sur 7 ?i ; et l’on décom])osera 
les sinus et cosinus de la fonction (O), en sinus et cosinus de 
5/2'^ — 2 72^4- 5e' — 2g j ce qui lui donnera la forme suivante , 

771 . a P .sin. ( 572'^ 272 ^- 4 - 5g' 26^ 

+ 272 . a' cos. ^71 t 2 72 ^- 4 - 26 ). 

On substituera donc successivement ces valeurs , dans les expres- 
sions de S'v et de S'p' du n^. précédent, et l’on pourra négliger leurs 
différences secondes , à cause de la petitesse de ces quantités. On 
aura ainsi, les parties des inégalités de Jupiter et de Saturne , rela- 
tives a l’angle K^iit — 2 72 et dépendantes des cinquièmes puissances 
des excentricités et des inclinaisons des orbites. 

On peut observer ici, qu’en vertu du rapport qui existe entre 
les moyens mouvemens de Jupiter et de Saturnc,ona 3 125 .*^=500. 

Il * 

En effet , dt? = — J et de plus, 572' est à fort peu près égal à 2 72; ce 

qui donne = De là il suit que la valeur de est la 

meme , soit que l’on considère l’action de 772' sur m , soit que l’on 
considère Faction de 771 sur 772'. Ainsi , l’on peut conclure la partie 
précédente de cT/, de la partie correspondante de S'v ^ en mulli' 

1- n . 

puant celle-ci par ; — :• 

^ 2 m ,n* 
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lO* Dana la tliéorie de Mercure troublé parla terre, il faut 
considérer l’inégalité dépendante de l’angle nt — kn t; parce que le 
moyen mouvement de Mercure est à très-peu-près quadruple de 
celui de la ten’e* En supposant que m soit Mercure, et m la terre ^ 
on aura l’iriégalilé dont il s’agit, en faisant i — 4 ? dans l’expression 
de du n°. 7. Vu l’extrême petitesse de cette inégalité, on peut 
négliger les termes qui n’ont point (n — ^rî y pour diviseur, et 
^ dP dP' ^ 

ceux qui dépendent de -jy et On aura ainsi , 


^ 3m'. /i* r aP' .sin.(nt — 47z'/+« — 

^ (n — 4 n';‘ l + aP .co 3 . (nt — 4 n't+t — j’ 

On détei minera facilement P ei P\ de cette manière. On calcule! a 

T 

par la formule (^) du n®. 1 , la valeur de , correspondante à 
l’augle ^knt — 52 7if, ce qui revient à faire i =4 , dans cette formule. 

Y 

Ou aura ainsi une valeur de , de celte forme , 


L- e' •C03, (iint — 2 / 1 ^ + 4 g' — 2 g — 2 ^^ 

+ Z.^').^^'.cos. ( l\nt — 2/z^ + 4g' — 2 6 — 'kt — 'u' ) 

•e*’ * cos. — 2 72 4 g' — 2 ^ ) 

+ .cos. (^nt — 2 72 / 4 - 4 é' — 2 6 — 

r ^Y 

On observera ensuite que cette valeur de — ^ résulte des varia-^ 
lions de l’excentricité et du périhélie, dépendantes de nt — 47/'/ 

dans rexpression elliptique de^.— ; cette expression contient le 

terme — c-cos.Q/Z + g — dont la variation est 

(Z' e.cés. ('72/ + 1 — *9) — .sin. (ni -P s — ^ ) ; 

«Te et cT'isr étant les variations de ^ et de 'zr , dépendantes de nt — knU 
On a par le n^ 69 du second livre , 


i f^Vsin. (krît — /2/ + 4 e' — 

\de ) ^ 

/dP'\ , 1 ^ 

+ ( - 7 - )•COS.f47^ / 7Z/ + 4g i) 

\de / 




( -7— l'Coa. n<+ 4 « — 0 / 

\de / { 

(^nt — 7j< + 4t' — Oj 
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La variation de — ^.cos. (nt-k-t — 'v) devient ainsi , 


.sin.f2 72^ — 4/1'^+ a€ — 4€' — 

. cos. — 4n7 + a i ^ 4 f ' — ) 

Cette fonction est idcnliqiie avec l’expression précéclente dè — ^ • 

en changeant donc dans Tune et dans l’autre, + dans 
7î^+'g + ^ + -, TT étant la deiiii-cirGonférence ; on aura 



7 J — f n 


/dP' 

KS 


TH , an 1 * / dp \ 
n — 4// i v^t’ / ^ 


OS. (nC — in't+î — ^ 


j 


— h . siii. (^knt — — e — 3 

+ Z.^'^.e^'.sin. (^n't — 72/+ 4 ?' — 2 — — 2 

+ sin. ( 4 /z'/ — 4s' — s — s'sr' — isr ^ 

4- , s\n. ( in t — /; / + 4 s' — s — ^ — 2 n^. 


Si l’on intègre cette équation par rapport à e, et qu’ensuile on la 

I • T 3 ” 

multiplie par — , on aura 

71—471 


( yZf.^^.siii. ( int — 72/ + 4* — ' — 3 ] 

^ 71 ] 4- . eV'. sin. (^4/27 — ni-hit' — [ 

^ n — 47z' * 1 *. siii. (int — nt-i-it ' — 2 — 21V — ) ( ’ 

f + . sin. (in!t — nt + 4t' — s — 'zr — 211 )\ 

Dans cette intégration , on néglige les termes de P et de P' dépen- 
dans de et de ey"" ; mais Tcxcentricité de Torbile de la tei îc t 
si peu considérable relativement à celle de Alcrcure, et J'iuéga- 
lité dont il s’agit est si petite, que l’on peut les omettre sans erreor 
sensible. 

1 !• Il résulte du n^. 71 du second livre, que les termes 

eV** cos. C^nt — 2 nù+ 5*^ — 2e — an — 

+ M^''Key^ .cos.( K^rit — — 2 t — an — ^ 

du développement de P j donné dans le n®. 8, produisent dans la 
valeur de s, ou dans le mouvement de m en latitude, l’inégalité, 

aaa f ey.M^^^ sm.( ^n't — 3n^-f-5t' — 3? — n — j 
5 7»' — aa’ I (^nt — 3/2/+ 51' — 3 s — n — v) J 
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Pareillement , les mémos termes produisent clans la valeur de ,9', 
ou dans le mouvement de m! en latitude, l’inégalité 

5/1' — 271 mf \-\-e »s\n,(^nt — 27 z^+ 4 ê' — 2s — n — \ ’ 

n étant comme dans rinégalité précédente de la longitude du 
nœud ascendant de l’orbite de m* sur ctdle de m. Ce sont les seules 
inégalités sensibles en latitude, du système planétaire, déj)cn- 
dant(33 du produit des excentricités et des inclinaisons des orbites. 

On a vu dans le n”. 6, que la valeur de introduit dans le mouve - 
ment de A7Z, réduit au planiixe, le terme — tang. cos.Q^j — S) : 

eu substituant dans ce terme, l’inégalité précédente de 5 • on aura 
un terme dépendant de 5/2 '^ — tintj qui doit s’ajouter à la grande 
inégalité du mouvement de m; mais ce terme est insensible pour 
Jupiter et Saturne, 


CHAPITRE 



SECONDE PARTIE, LIVRE VI. 


33 


CHAPITRE II. 


JDes inégalités dépendantes du carré de laforceperturhatrice. 


12,. Ees grantles incgalilés qnc nous venons de clélerniincr, on 
produisent de sensibles, dcpendaiites du carré de la force perturba- 
trice : nous en avons donné les expressions analytiques dans les 
65 et 69 du second livre. Il résulte du 65 du môme livre, 
que si Von désigne par H -sin.C t — 52' — 2^ + ^ ) ^ la grande 

inégalité de Jupiter j on aura 

^ a , -T. 

.sin.2 1 — 2 nt+ 5ê — 2s+-v^; , 

O 771 K Û 


pour l’inégalité correspondante do Jupiter, dépendante du carré de 
la force perturbatrice : cette inégalité s’ajoute, comme celle dont 
elle dérive, au moyen mouvement de la planète. 

Pareillement, si l’on désignepar — 
la grande inégalité de Saturne 5 on aura 

H'* fcim' . 5 m. . >. / f — / 

2 (<nt 2 7Z^+5ê — 2 2 + ^ ) , 

8 771 . K a 

pour l’inégalité correspondante de Saturne , et qui doit cire ajoutée 
au moyen mouvement de cette planète. 

Les variations des excentricités et des périliélics peuvent intro- 
duire de vsemblables inégalités dans les moyens rnouveinens des 
deux planètes. Pour les déterminer, nous observerons que l’on a, 
en n’ayant égard qu’aux cubes et aux produits de trois dimensions , 
des excentricités et des inclinaisons des orbites , 

3 a .ffndt .dR = -^ 6 am' .ffn^dt ^ . | cos.C^n't — 2 nt+ y'— a.D 

ce qui donne clans '^a.ffndt.dR, la. quanlilé 

Mécan. ckl. Tome III. E 
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f 


«Te . I^y-j.cos/ 5/27-2nf+î«'-20— ^-^-■j-sin.('5Ai7-2/îi+ 5 s'- ^oj 
^.cos.('5rO-2n/+5 s '-20 — ^•sin.(' 5«'/-2nf-t-5e'-20 1 


+ S'Sr 




-Car/i .JJ/i\/l'‘ 


) +Sc'. |0yycos.(' 5ra7-2raf+5e'-20— ^y-^-siii.r5«'^-2rai+5«'-?o|| 

I / jo\ /,tP'\ 1 /’ 


+ /'•sr'. ^nt- 2 nt+ 5È'-2s^li 

-j- |^■^-^•cos.(' ’jnt-ant-\-y'-2i ) — ^y^.sin.(^5ra^f-2/2<+ 

|^+<rii. I^^^.cos.r 'jnt-2nt+yJ-2i)—(^^^.sïn.()'nt-2nt+<fi-2i)^ 

le, J'-üT, le', l'a, ly, /n étant les parties de e, -a, e', n, 

qui dépendent de l’angle 5w7— znt. On a par le n“. 8 , 


(^0 


/dP 

U- 

(dp' 

(dp^ 


'dp' 
C A - 


e . 




de ‘ ^ 
dF\ 
dc^ ) ' 
dP'^ 

dy 


/dF's 

fdp'\ 
\dzT' j 
UiP’^ 
uin 


de 

O 

■>m 


De plus, on a par le n". 69 du second livre, 

(y^xos-C <^n t-2nt+ ~ 2 i)—^~^. 3 in('^n t- 2 nt+ 

^y^sin.f <^n't-2nt+ 5e'-2:j + ^y^.cos.(' 570 - 277 i+ ’ji-Zi) 
on a pareillement 
(^p^xoa.( ')n'l- 2 nt+ 

^y^.sin.f^ra f-27li+ 5e'- 2E ) -1- ^.C0S.('5727- 2Hl+^i~2i ) 


( '^r/- 9 m) 



ni cm 


(Sn' — un) 


in an 


(sn-~9.n) 


ma iP 


(')n ^2n) 


. UtT'îsrj 

.cTê*; 


ma n 


.V. 


Pour avoir les valeurs de <^y et de cTn^ nous observerons que la lali- 
tude^ dc//i au-dessus de rorbilc primitive de m\ est — y.sin.(p—U): 
ce qui donne 

— J^s = i^y» ^in. (p — Ti) — 7. J' ri. cos. (p — • 

or on a par le n^. 71 du second livre , 
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' I ( Knt — 2nt-hKe — 2s — + n , 

_ man } \dy J ^ "I 

I — ( ^nt — 2 72^+5^' — 2s — P’\-U) 

En comparant celte expression , à la piécédcnle j on aura 

Î /dP\ . , , 

/dP'\ ^ ^ , (5 

+ ( ^ ) • c 5'^ ^ — 2 5 ê — 2 ^)\ 

r \ f— Vcos. (^«f7z7 2nt+Ki 2e)l 

.JNrr— ( 




^.cTn = 


7 l' 2 Al J / a/P'\ ‘ ^ ^ , 

I — l y ‘ — 2 71 1 -h — ' 


^ exprirnaiiL riiiclinaison respective des deux orbites l’une sur 
Fautre , et n étant la longitude du nœud ascendant de Forbilc de ;/?/ 
sur celle de m. Ces quantités varient encore par l’action de ni sur 

771 : en nommant et ces dernières variations, et roprésc iilant 
par S'^jy et les vaiâations précédentes dues à l’action de m'’ sur 

772 • on aura 

^y = <^,7 + Ky 7 cTn^cT^n + cT^^n; 


ma 71 
m'a n " 


^ man 

S^ n — . n. 

' ni an 


Cela posé, si l’on substitue cas diverses quantités dans la fonc- 
tion (V)* on trouve qu’elle se réduit à zéro. Les variations des 
excentricités, des périhélies, des nœuds et des inclinaisons des 
orbites, correspondantes aux deux grandes inégalités de Jupiter 
et de Saturne, n’introduisent donc dans le moyen mouvement de 
Jupiter, et dans le grand axe de son orbite considérée comme une 
ellipse variable , aucune inégalité sensible dépendante du carré de 
la force perturbatrice ; et il est visible que cela a encore lieu , poul- 
ie moyen mouvement de Saturne, et pour le grand axe de son orbite. 

l 5 . Considérons présentement les variations des excentricités 
et des périhélies. Nous avons donné dans le n®. 69 du second livre , 

... T de de' d^sr' ^ 

les expressions des accroissemcns aux deux 

grandes inégalités de Jupiter et de Saturne ; et nous avons observé 
dans le même n®. que les variations de e , e', relatives à l’angle 

5/2'^ — 27 ity introduisent dans ces expressions , des variations sem- 

2 
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blables à colles produisent les deux grandes inégalit(5s. En 
appliquant ces considérations a Jupiter et a Saturne^ et désignant 
par et les variations ducs au carré de la force perturbatrice ; 
ou trouve 
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(5 “'-a/l/ 




2 . — 2 


.sin.2.('5n'f-2ni+ 




’•( 


rfe/yj 


2.f 571' — 2 .n) 


i. COS. 2. ('5727-272/+ 55-25 




SECONDE PARTIE, LIVRE VT. Zn 

Les parties de ces expressions, proportiomielles au lenis t , cloiincnt 
les variations séculaires de rcxcenlricitc et du périhélie , dues au 
cîirré de la force perturbatrice. Pour avoir les termes périodiques 
dépendans de ce carré; considérons le terme se.sin. (nt+i — ^ 

de l’expression elliptique de la longitude vraie. Si l’on désigne par 
<^c y et par , les variations de e et de 'sr dépendantes de l’angb^ 
— 272 ^+ Çé' — 2g , et qui sont ducs à la première paissance de la 
force perturbatrice; et par f'e et cTV , les variations précédentes de 
e et de dépendantes du double de cet angle; si l’on désigne ensuite 
par , la somme des deux inégalités de /n y rune dépendan te de 
t — 272 / 4 - 53' — 2 5 , et l’autre dépendante du double de cet angle ; 
le ternie 2.e — '^) devienl 

( 2e + 2«re4~2 <^'e ) . sin. f 72 / q- e 4 “ f ^ ) ; 

et par conséquent , en négligeant le cube de la foxxe perturbatrice, 
il se développe dans les ternies sui\ ans , 


2 e. sin. (^ 72 /+ g 4 * 

H- 2 etc. sin. — 2e. cT'sr .cüs. — 'tf) 

+ {2 2e. cTê — e-( cTtït^*] .sin. (nt-\-î — 

' — (2 e. 2 — 2 fg . cos. (nt+ 5 — 

Le terme 2e. sin. /7/+5 -t-<1^5 — '^) est c(;lui que l’on olitient cm aug- 
mentant, comme nous le prescrivons, dans la partum elliptique, le 
21103 en mouvement 72 ^ ^ de S'i : les deux termes , 

2 f e . Sin, f7Z/ + g 2 e f'Sr. cos. é 72/ -h g — 

forment rinégalilé dépendante de l'angle 372/ — 572'/ p 35— ^5'^, que 
donnent les formules du 1 . Si l’on substitue (Misuite dans les au très 
texanes, au lieu de fe, et leurs valeurs données par le n'’. 6q du 
second livi’C, et au lieu de S^'e ^ et cTV ^ leurs valeurs données par ccî 
qui précède ; leur somme donnera, en négligeant les termes clépeii- 
daiis du sinus et du cosinus de /z/4- e, parce qu’ils se confoxident avec 
réquation dit centre, 


yni^ . a^ti' ( } 

(%n-U]ip ni Va' 

(^ii-U.n)'^ tïlV^' 


\ / 


l 


, /cip\'] 


I ()7.é/4- 


• { ' (î) ) ^ 5 ^ 


-70 
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Celte inégalité peut être mise sous la forme suivante : si l’on repré- 
sente par X- sin.(' ’)n't — '^nt+ 5*' — 3« 4- B ) , l’inégalité de m , dépen- 
dante de 3ra« — etpar/^.sin.f '^nt — arai-J- ÿ ' — 26 + ^i 
la grande inégalité j l’inégalité précédente sera par le n“. 6g du 
second livre , 

ï- 7 ^, -HK.s,m.(<^nt — iora'/-f 3« — los' — B — Â). 


On trouvera pareillement , en n’ayant égard qu’aux variations 
séculaires dépendantes du carré de la force perturbatrice, 

r - ( ]mVli +0.711 V7t') f 

(']n' — •j.n'/^.a mV^ \ J \de' J } 

vi\a"^n\l (fdP'\ /ddP\ /(lP\ /dclP'\ /(lp'\ / ddP \ /dP\ /dd/’'\t 

^n'—un \ (/e'” / \rfe'/ “ / "*" \ (é/ / \de'dy) \r/y / 

•ÿn — 211 \ \ / \dc de' ) \de) \dc de' / ^ \ dy J \^de'dyj \dy ) \ile'dy ) f’ 

^m^.aVt {YnVTi^ 2 ni f n , O' 

mV^ V^/1 

{^n — 2 n).e \(îe^ J ) \cle^ J \^y / \dedy) \dy J \de'dy/] 

■ ri"' (dÿ:\+pjL\ é— Yt-é — '1 /--YM 

On trouve encore que le mouvement de m en longitude , 
est affecte de Tiii égal Ile 


'\m'" . 0 ^ 11 ^ 

( ^n-' 2 ny .«a' 



. cos. ( int — 4 s — 92' — 
. sin . ( int — ^nt + 4 s — 9e' — 


Si Ton désigne par JK'.sin. — 2/2^4- 4s' — 2 ^+B') ^ riné- 
galité de m', dépendante de snt — 4 72'/+ 2 g — 4^% et par 
— /f'.sin.f <\nt — 272^4-52' — 2 2 + -^'^, la grande inégalité de ni; 
on aura pour son inégalité dépendante de int — 972'^4-4€ — 9g', 

A Li / . H' JC . sin Y4 72 ^ — q 72'^ + 4 g — 9 g' — fi' — . 

mV a V V/ 
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î 4 , Les nœuds et les inclinaisons des orbites de Jupiter et de 
Saturne, sont assujétisà des variations analogues aux précédentes. 
Pour les déterminer, nous obsciverons que (p et p étant les incli- 
naisons des orbites sur un plan fixe; et 5 et ô' étant les longitudes 
de leurs nœuds ascendansj on a par le n”. 60 du second livre, à 
cause de la petitesse de (p et de tp', 

(p'.sin. ô' — p.sin. 0 = >^.sin.n • 

(p'.cos. 9' — p. cos. 9 — Q/.cos. n. 

On a de plus , par le n'". 12, 


cT. é p'.sin. — 

<^.é/*cos. 9'J= — 


m 

771 

ni'V^' 


. J.f>.sin. Sj 




7 


De ces quatre équations, on tire les suivantes , 


— inV^i 

^ P - ^ . COS. r n — 9; — 5 . . Jn . sin . r n — 9 J } ; 

^cr9 = ,^-.(cr>^.sin. rn— 9;+>..crn.cos. r^— 9;]^ 

mV a-\~m Va 




nV^ 


sin. rn— S' J} ; 

V a-f-/ 7 i V a' ^ 


ç'J'9'=: -^—,^^.Uy.sin.(n—r} + y.^n.c()s.(n—Ù')]. 

niV a-\-m V a' 

Les variations de (p , 9 , p' et 9' dépendent ainsi des variations de y 
et de n. On a par le 11°. 1 2 , 

^ ^ ^ .sin.f^ra'^ — 2ni+5e' — 

y:;+m'V^') , j 

.man.< ). 

m VH' I . ( dp \ , / 1 ' 1 

/ + I— l.C03.f57Z7 2 nl-\-’)i 2 i) 


y.da 


dt 


De-là on tire, en négligeant les quantités périodiques dont i’cllct 
est insensible , et en observant que 
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\dy ) \dy'^ ) \dy ) \dy^ ) 


vC+ arriV^' ) ^ ^ f \ X>f 

(^n — ’Aiif m'V^' in V^' y c/y / 

in'^ . a’/i^ ( 771 ) ( / djP'\ / ddl^ \ / dl* \ / c/(//^'\ 1 

^n' — 2n 7n'|/^' / \dGdy J \ de J \c/t^c/yy J 


dy J i 


mm ,aa .nn 


5/1 2/1 


( m y^+ in VZ') 


K dP’\ /ddP\ /dP\ AWP'N^ 
de' ) \dedyj / \^dj dy) j ’ 



\ 5 m Si Von vouloll dclerininer iioiir un temps quelconque, les 
élémens des orbites pJaiictaii'esj il LSuidroit intégrer l(‘s équations 
diirércntielles (^) et (C) des n'^* 55 et 59 du second livj e , par la 
mctliodc exposée dans le n”. 5G du luénic livre 3 mais FignorancAî 
où nous sommes encore sur les valeurs des masses de plusieurs 
planètes, rend imililc à rastronomie , ce calcul dans lequel il 
devient indispensable défaire entrer les variations séculaires dé- 
pendantes du carré de la force perturbatrice, que nous venons de 
déterminer, et qui sont très-sensibles pour Juj^jter et Saturne. Ces 

d/i^^ dq^'f dhy 

variations augmentent les valeurs de — — , — — , —7—, —7 — , 

^ dt ^ dt ^ dt ^ dt ’ dt ’ 


relatives à ces deux planètes , respectivement des quantités 




-i — — &c. , en ne consi- 

t t t 

dérant dans tTe'"', cTst*"", &c. , que les quantités proportionnelles au 

temps /, déterminées dans les n précédens. On substituera dans 

CCS di ruières quantité ^ , au lieu de , sin, cos. ^ &o. , leurs 

valeurs 
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valcjirs en , les équations différenliclles du iT. r ^ 

du second livre , cesseront d’ètrc linéaires ; mais il sera facile de 
les intégrer par les méthodes connues d’approxinuilion , lorsque 
la suite des siècles aura fait connoître les vraies valeurs des masses 
planétaires. Dans Tétât actuel de Tastronomie, il sulfit d 4 i voir les 
variations séculaires des élémens des orbites, en séries ordonnées 
par rapport aux puissances du temps, en ne portant Tapproxinia- 
tion que jusqu’à la seconde puissance. 

On a vu dans les n'’* 57 et 59 du second livre , que Télat du 
système planétaire est stable, c’est-à-dire que les oibitcs de ce 
système restent toujours tres-peu excentriques et très-peu incli- 
nées les unes aux autres. Nous avons déduit ce résullat Impo?*- 
tant du sjstèmc du monde, de Téquation trouvée dans le Gi 
du second livre, 

constante — (p --) . m i/a + ( -i- \/^a + & c. 

En effet, le second membre de ceLl(î équation , est très-pc'lit dans 
l’état actuel de ce système ; il le sera donc toujours , ce qui exige que 
les excentricités et les inclinaisons d('S orbites soient loujoui s peu 
considérables. Nous allons faire voir ici que la diüérciitielle de 
Téquation précédente, 

O = é ede-{-<p dp ) . m\/^ +(e'de'-i- p dp ) . m y/d! -h &c. 

subsiste , en ayant même égard aux variations séculaires des élé- 
mens des orbites, déterminées dans les n*"*. précedens j d’oii il suit, 
que ces variations n’altèrent point la stabilité du système planétaire. 
Pour cela, il suffit de prouver qu’en représentant par Jupiter; 
par m', Saturne ; et par , cT/, les variations séculaires de 

c , e', <? , p\ données par ce qui précède , on a 

O = p) -ms/d -h ( e S^e + p S'p ) • m' /d\ 

En substituant dans la fonction pS'p .în\/d+p S'p .ni \/d' j au lieu de 
Pj p\ cT/, leurs valeui’s données dans le n’’. précédent, elle 
devient 

m. m' . V a a' 

ce qui change Téquation précédente dans celle-ci , 

/ / / - rmu .V a a 

o — eS'e,mVa -\-eS'e,mYa - 1 — 

mV a \-m Y a 

F 


Mécan, cél. To7ne III. 



771 ' 

^ n ' - 

m m 
y au'. ( 
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Considérons d^abord le premier terme de J’expression de du 
n°. 13 . Ce terme devient, en observant que 1 , 


3 m' Y 5 -f- a 77/ ^ 


a.VT' .(^n — :knp 


*nt 




-P'. 


(î))- 


Considérons ensuite le premier terme de l’expression de du 
meme lé’. 


jn .( <) m v^+ 2 ni 


^ 5 71 ' 2 


7Z l- 1^* 


\de' J \de' 


))■ 


Considérons enfin le premier terme de l’expression de S'y du 11 ®. 
précédent 

Vn\(^m 

aV^* . ( 5/1' — un iTiV^' \ dy ) \ dy ) j 


On aura, en n’ayiyiL égard qu’à ces lerinés, 

m ni ,V^ a a 


e S e * e S e . m V^' + 

3 mm ^(’ÿw^ 


>- _ __ * 71 t * 


n — un)'^ .V ad 


l- 




\dy 




)}i’ 


uv P et P' étant des fonctions liomogènes en e, e\ cl y^ de la Iroi- 
sième dimension , ou a 


e.r 


\ de 


071 a donc 

o ~ cSe + e Se . 111 \/Ti -4- 

Considéions ensuite, le terme de «Tt?, 


min . a d 
7TÎ yiH’ + in' Va' 


.■} S'y. 


— •211) ( / \ / \ ^“^ / \ ^ \ ‘^‘^ / \dedyj {^dy J \dedy/ j’ 

U; leniic de Se' 


’.t f /(/f/P' Vj 

rn-'2n^ \de de' / \de J \de de' / \dy / \jdc'dyJ \dy J \^dc'dy / \ ’ 
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en Cm, Je tei’jnc de />- 

m'\t (my^+ m'V^') ( ((^P'\ fddPS /dP\ /ddP'\]^ 
a.('5n' — an) m ^/~a' \ \ rfe / \(/efJy/ \i/e / \rferfv/ j ’ 

on aura, en n’ayant egard qu’à ces termes et observant que l’on a 


fdP'\ /ddP\ /dp\ /ddP'\ 

° " \dy) • [iF )\dÿ ) • ) 5 

.y — , , , J — , mm - V a a' 

e^e.mVa +6^6.711 Va + -r>— lV/~^,-y^y 

mV a m V a 

r fdP\ ( /ddP\ ,/ddP\ fddP\Y 

\lk )' ’\dedc)'^'^'\di'. dy)\ 

/dP\ f /ddP \ , fddP' \ /ddP 'W 

1 V de )' \ \dcde)^'^'\Jle d^)\ 


(^n' — :in) . 


/dp\ ( /ddp'\ , /ddp'\ /ddp'\\ 

l v*-- dyy^ \de'd^y'^'\ dy^ )j^ 

G) et © sont liomogcncs en, e et de la secpnde diriK’n- 
sion ; ce qui donne 

/M/^\ , /ddP\ /ddP\ fdP\ 

fddp'\ , /ddp'\ fddp'\ fdp'\ 

\drdè'r'>^Xd^)-^-\Te)'^ 

de plus , sont liomogènes en e, e' et y, de la seconde 

dimension , ce qui donne 

/ddP\ , / ddP\ /ddP\ CdP\ 

^\dedy)'^^ '\de' dy)'^'^\dY ) ~ 

/ddP'\ , /ddP'\ fddP \ fdP \ 

^\d^r^ \^yX^\d;^)~~'‘\dy)’ 


on a donc encore , en n’ayant égard qu’à ces termes, 

mmf .{/aa 

o — eS'e^m^a +e<^e*m ^a H 

77Ï K a -f* Va 



m in ' . t 

(^n — •Jn).)/i 
m '- 1 

"(Ÿï-un). 
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Consitlérons enfin le lerine de /e, 



ddP' 
de de 



ddP 
de dy 



cIdP'X’l 
de dyj 


le ternie de 



i’ 


et le ieijiie de S y 


711 in 

( 5 11 — 2n) ,V a a' 



on aura encore, en n’ayanl égard qn’à ces termes, 

^ ^ ^ , y—, TU 771 a a' 

o—e<^e,mVa ^cS^e.mVa + — 777^ -y ^7* 

jyiY a 711 V a 

Cetl(‘ é(|uati()n a donc lieu généralement, en ajant inemc égard 
nu \ termes dépendans du carré de la force pertiirbatiiee. 

La déii'rmination du plan invariable, donnée dans le n"^. 62 du 
second lis le, (‘st fondée sur les trois é([uations , 

c — m.V^ a-(i — c'^J.cos.fp -P ni a i — e'^J .cos.?' + ; 

77z.l/ a ( 1 — ^?''^.sin.(p.sin.ô + 777'. i^a' ,{ i — e "j. sin.(^'.siii.ô'4-&c.; 
e' zrr ni. V a. ( 1 — e . sin.i^ . cos. 6 + 771'. l / a . ( i — J* sin.(p' . cos. ù' + Sic. 


c/,r/ ',&(*, élant constans par le u^. 12, en ayant nièine égard au 
carré d(‘ la forc(‘ perlmbatrice j la ])reinière île ces éfpuUious donne, 
lai négligeant les jiroduils de ijualre dinu usions de c, e', &c , (^ , 

constante ns + d- ; 

(‘I l’on vient de voir qu<‘ les termes dépendans du (‘arré d(‘ la force 
])('! turbalrice n’altèrent point l’exactitude de cette équation, lia 
seconde des trois équations ])récédt‘ntes donne, en négligeant les 
jiroduits de ti ois dimensions de c , c', &c , (p , (p\ &c 3 

O ~ cT.ftp.sin. 9j.77iV^ ).jn + &c. ; 

oi’ en ayant meme egard aux termes déjieudans du carre de la foi ce 
perturliati'ice , celte équation a lieu par le 11°. réqnalion 

cz^- mV ci.( 1 — eV'Sin.p.sin.9 V a •( 1 — c'V-sin.?'.sin.9' -p&c. 
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n’est donc point altérée par ces termes ; et Ton trouve de la mémo 
manière , que cela a également lieu pour l’équation 

m.V^a^C 1 — . sin.<p. cos .9 + m' . \/ a^C i — e'''Lsin.?'.cos. 9 ' + &e. • 

ainsi le; plan invariable déterminé par le n'’. 62 du second livne, 
reste toujours invariable , en ayant meme égard au carré de la force 
l^erturbatrice. 


16. Les termes dépendans de cX‘ carré, peuvent avoij- nue 
inlluence sensible sur les dcuiA grandes inégalités de Jupiter (4 de 
Saturne: nous allons déterminer les plus considérables. On a vu 
dans le n®. 5 que Texpression de li ou de renferme la fonction 


-•Ce^ + e'V> 


r 



,1 

{ 2a. 


f 


l 

\ / 

V y 

' 




H .aa', 

8 

En y faisant croître e ^ 'sr, t?' vl de leurs varialions déja n- 
dantes de rangle ^nt — 2/2^; on aur^ dans R un terme dépendant 
du meme angle, et qui , à raison du div iseur 5/2'— 2 /z, qui allecte 
ces varialions , paroi t deva)ir être sensible. Mais (^n doit observen* 
que ce diviseur disparoît dans d/è, parce qiu' la cajactéristique 
dillércnticlle d , se rapportant aux seules coordonnées de ni y elli* se 
rapporte aux A^ariations de e et de et par consécfiu'nt, elle intro- 
duit Je multiplicateur — 27 z; or on a v u ([ue la grande inégalité; 
de m dépend principalement du ternie "la . jj ndt .i\R'^ les inégalités 
du rayon vecteur et de la longitude, qui dépendent des variations 
des excentricités cl des périhélies , relatives à l’angle ^nl — 2/7^, 
ont donc lrcS“])eu d’iniluence sur les deux grandes inégalités de 
Jupiter et de Saturne. 

On verra dans la suite, que les inégalités les plus sensibles de ces 
doux plane tes, dépendan tes des si ni pies excentricités des orbi tes, so 1 \ t 
relatives à l’angle nt — Nommons jP.cos . ( nt — 2/2 ^ -H ^ 

Ip terme de — qui dépend de cct angle, et iS.sim(" h 5 - 26 '+Z?À 
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le terme de <!'(', dépendant du même angle. Soient jf'’'.co8. 
(nt — 2/i 7+6 — + ,ct E'.sin. (nt — 'in't+t — ae + les 

termes correspoiidans de — et de Supposons que R soit relatif 

à Saturne, troublé par Jupiter : en le développant par rapport aux 
carrés et aux produits des excentricités et des inclinaisons des 
orbites, et en ne considérant que l’angle 'int — nty on aura par 
le n^. 4 une fonction de cette forme 

e"" *Q,os.(int — 72^+3€' — e — Z'u') 

+ MS ^Kee • cos. ('^nt — nt+'^ i — c — - — ns ) 

+ e'^.cos. r in't — /z^+jg' — g ^ — 2. ns) 

+ cos. (}nt — n 3g' — g — 2 Hj. 

Le premier terme . cos. (int — — g — résulte 

du développement de ^^'^.cos. (v' — p) y dans l’expression de 7?. Tl 
faut augmenter dans ce dernier terme, r de <fr, r de <rr', çhe 
et de S'v y ce qui revient à augmenter dans son développement, 
a de S'Ty a de «Tr , et n't — nty de S'p' — S'p, Ce premier terme donne 
alors les suivans 


— .e"" .( — ^p) .s\t\. (}nt — 71 ^- 4 - 3 — g — 2 ns') 

f _ — 1.^ — ,COS, é372 ^ 72^-f-3€-~€-— 2^7 

+ 0 « ( - J * e L — .C03.é372^ 72M-3€ — g— *2^ ) \ 


d’où résultent dans 7?, les termes 


I 

a ' 


.e'\E' 

.COS.é^Tz'/ — 

- 2 nt+ 5g' — 2€'- 

-2 'Sr^- 

^B) 


+ ï' 


.e\E. 

. cos. (^nt-^ 

- 2 72 ^+ 5g' 2g-- 

- 2 ns'- 

-B) 



, / 







+ i' 

,a.( 

da' ) 

'.cos. 


— 2«f+ 5 * - 

— 25 




/ 








+ ^ 

a.( 

da J* 

cos.r 572 

-ara<+ 5{'— 

-p'2g - 

■— 2 'zy'— 



Désignons par d'Tî, la différentielle de 7Î, prise en ne faisant varier 
que les coordonnées de m!. Dans les termes multipliés par E! et SF 
la partie ^nt — nt de l’angle 572^ — 2nty est relative à ces coor- 
données. Dans les termes multipliés par JS et 7^, la partie 372'/ du 
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ttiême angle, leur est relative ; on a donc , en n’ayant égard qu’aux 
ternies précédons de iî, 

a\à!R~^-( <^11 ~n) .dt.a' MS'‘\E' .e* .sïn. ( ) 

— \ . n'dt. a' . E. 6 “ . sin. ( ^nt — + 5/— a* — iV — B ) 
—\.ndt.aa'.\--^yF.e'.&ïn. (’^nt- 7 nt-\- ). 

I..e terme itf^’^.ce'.cos. ( “^nt — nt + it — t — <rt — ’th') ré,sulte du déve- 
loppement de v4^‘hco.s. (^v — 2(^^, dans l’expression de Tîj il faut 
donc faire varier dans ce terme, a de S'r ^ a de i'r\ et 2n't — 2/7/, 
de s/e' — iS'v, ce qui donne les termes suivans 

— -ee' .(S'v — J'^'^.sin. ^nt — — 1 — — ‘Tt) 

A/M'A , é'r , , 

4-a. ( — - — l.ûe . — .cos. (ira nf-f- le — t — — -y ) 

\ da / a 

, }dMW\ , <rr' 

d-a l.ee .—j-.cos.('^n t — /ï<+ 3‘ — f — ^ 

la partie de a'.d'ij , relative à ce terme, sera donc 

( 5 n' — n ) . dt.a'M^'K E' . ee' . sin.f 5 1' — as— -« — ->0' — B ') 

/(/MOA 

— i • r 5^^ — •dt.d'" A \F ' • ee'.sin.f 5 rît—xnt + 5 1 ) 

— •^n'dt.a'M'''^ .E.ee' .sin.C '^nt — 2»^+ 5e' — se — -u — d — B) 

— \ndt,aa — yF.ee'.sïn. ( ^rît — ^^e'- — 2 6 — -w— — A). 

Le terme JfW . <?* . cos. (},nt — nt+'ifi — e — X'm) résulte du déve- 
loppement de ^<^^cos. C^v' — 3vj,dans l’expression deiî; il faut 
donc faire varier dans ce terme, a de J'r, d de //, et -^n't — 377^ , de 
l^v' — 3'^f', ce qui donne les suivans, 

— .(^d — 'f'i>).s[n.(}dt — 77^-1-36' — e — 2 

/dMW\ 

+ a-l — .cos.é3«'i — n^-l-3E — e — 2«; 

, /ef7WC‘A J-r’ 

+ o\( l-«’-^-eos. r37i t — nt+ yt — e — 2«; j 
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la partie de a . d'H , relative à ce terme , sera -donc 

572 .^ — n) ult . d *E' • ( ^nt — 2 / 2 ^+ 5 ^^ — — E') 

— \-( 5 ^' — n) .dt.d'' -{—j-y- y F' 5727 - 272 ^+ 56 '- 22 - ) 
— f . rîdt^d . jE . . sin. (^nt — 272/4*5 ^ 2 — 2 'sr — iî^ 

— 72 W/.( 2 a'.( 572'/ — 2 72^+52' — 2 2— 2'®- — 

EiiTinj le ierme Æ^'^y^cos, (yrf't — + — 2 — air^ résulte du 
terme multiplié par >*. cos. (^d — p) dans l’expression de iî; il faut 
donc y faire varier a de «Tr, d de cT/, 372'/ de et nt de 

ce qui donne les suivans 


— — S^pJ.sin - C ^dt — n — g — 2n; 

.y. — .cos. C inft — 72^+32' — « — 2,ti) 


+-(--)■ 


, /dnm\ 

+ a — J.->-''.-^.cos . (^372 / — 72^4 3« — e — sn^- 


d’où résultent dans a'.d'iî, les termes suivans 


l-C <^n — n) .dt.d MS^\E\y -dm.Ç ^nt — 272/+ 5/ — 22 — 2n — B) 

-T-f ^d — j.i^'.>®.sin. ( <^dt- f2nt+ 

> d dt . d E ,z\x\, ( ^dt — 272/+ 52' — 22 
/c/MC 3 )\ 

- 1 , ddt . ad . f — — yF .y * sin . f 5 72'/ ■ 


211— B) 
272/45 — 2 2 — 2 n — J), 


Les inégalités les plus sensibles dépendantes des carrés et des pro- 
duits des excentricités et des inclinaisons des orbites , et qui n’ont 
point 572' — 2 72 pour diviseur, ou qui ne dépendent point des 
variations des élémens , relatives à l’angle 572'/ — 272/, se rajoportent 
îi l’angle 372 '/ — nt Soit G.cos,( 372'/ — 72/4-32 ^ — ^ + C) , la partie de 

•—y qui dépend de cet angle; soit H.siu. (jdt — 72/432' — i + D)y 

la partie de S'p , qui dépend du meme angle. Soient pareillement , 
G' . cos. (^3 72'^ — 77/43^' — i + C)y et Jff'.sin. ("372'/ — 72/436^ — e4Z?'^, 

Jes jiarties de et de relatives au même angle. L’expression 

de 
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Je H, Jcveloppée jmt rapport aux puissances siuipJos excen- 
tricités, renferme les deux tonnes suivaus , 

iVW.e .COS. (nt 2 + 

+ (nt 2 7i'^+É — 

Le premier de ces termes résulte du dcveloppenichl de 
( dans l’exprcssioti de Jï ; il faut dône augmeiltt^r détiU Ce 
développement, a de de «T/, et de 2<îe; 

ce qui donne les termes suivans , 


•(S'p — S'v ^.sin. (nt — € — 2 

4 - a . 1 — — ) . e . — . cos . (nt — 2 /z ^ -f- 2 — 2 « + 

\ det / a 

. /dN^-^\ i'r' / . X 

+ a .( — rr- j.c.— 7-. cos. 271^-4-2 — ‘ 2e + ^7^; 

\ du J a 


d^où résultent dans iî, les termes suivans 

H' * 6 .cos. ( ^nt — ► o.nt^^ 5<^-^ n e ^ ^-^D' ) 

— .H iC.cos. (^n t — 27 Z/+ 52' — 2 e — '^+ D) 

/dN^^y\ 

+ ^. a'.f “ 7 ^ )' Gs* •^•cos. (^n't — 27Z/+ 5 e' — 2^ — '^4- C) 

+ '-.a . ( ^ • c. cos. ( yit — 272/4- — 2e — C). 

Pour avoir la partie correspondante de d'iZ, il faut dans les termes 
multipliés par II' et G', faire varier l’angle ^nt — zi/* et dans les 
termes multipliés par Jî et G, ne faicc variée que itit] ce qui 
donne 


a .d'n = — ( 5 72'- n) .dt. a . H' . e . sin . ( 5 nt- 2 nt 4- 5 1'- 2g-'» + D* ) 

— {•( ’^n'-n) .dt.a\l-j^ lG\e.sin.C 572'/-272/4-5e'-2g-'»4'C0 
+ 2ri.dt. . H’. e. sin. (f^n't ^ — ant’^^t ^ 2 t — 'sr 4- D) 
.dt. aa G. e.sin.C ^nt — 272/4- 5®' — 21 — ^4- C). 


Le terme .cos. (nt — 272'/-f-g— résulte du développe- 

ment de A^'Kcos.(p' — <7^, dans jR ‘3 il faut donc faire varier dans ce 
terme, a de <rr, d de «Tr', et dt-^nt de — «Tf'j ce qui donne 
les suivans , 

MiicAN. cÈL. Tome 111. G 
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.e\( S'p' — S^v)*sïn,(nt — — i2g' + ^'^ 

/dN^n\ ^ .... 

+ aA — — ]^e . — .cos. (nt — an / + « — 2 e ^ 

\ da / a 

, /diVCON ^ 

+ ci .-7-. COS. (nt — un t\% — )• 

La partie de a ! . d'i?, relative à ces termes , sera donc 

— i • ( — n).dt. a^N^'K //'. c'« sin. ( ^nt — 27 ?Y+ 5^" — 2e — 

/dN<^o \ 

— V ^ 5e'-2e-V+ 

^n'dt.aJY^'K H»e .sin. (^nt — • 272/+ 5 « — 2f — 'sr'-f 
/diVCO\ 

— 72W/.aa'.f — ^ — j. G.^'.sin, (^572'^ — — 2t — C). 


Les valeurs de MS^\ sont dcterniinées par les for- 

mules du II". 4, en y cliangean t ce qui est relatif à m , dans ce qui est 
relatif à 772', et réciproquement. Les valeurs de et seront 
délcrminccs par les équations , 

— — 2 772 . a — 1 . 772 . aa ! . 

( dÂ^^^\ 
dd J 

En réunissant toutes ces expressions partielles de a'.d'i?, on aura 
un terme de cette forme , 

mn •! *dt.iiït\, ( ^nt — 272/+ 5s' — 2e — O). 

Le terme 30' .ffndt.àlR , de Texpression de J'c', donnera ainsi , 



-î n *. J.m . ^ ^ . 

; .Sin. ( ^72 t fint+ Ce 2 6 O), 

(fjn — 2/i^^ ^ ' 


C’est le terme le plus sensible, de la grande inégalité de Saturne, 
dépendant du carré de la force perturbatrice. 

Si l’expression de 7?, divisée par la niasse perturbatrice, étoit 
la même pour Jupiter et pour Saturne ; 011 auroit par le n". 65 du 
second livre, l’inégalité correspondante de Jupiter, en multipliant 

inV^' 

la précédente par — ^ mais la valeur de n’est pas la 


même pour les deux planètes, et par conséquent les termes 
. cas. ( jn't — 72/+3t' — c — , 

et iV^*^.c'.cos. (nt — '2nt-^i — 21' + ^'^ , 
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divisés par les masses perturbatrices , sont différens pour chacuno 
d’elles. Mais il résulte du 11^. 65 du second livre, qu’eu n’ayaut 
égard qu’aux termes qui ont ( 5/2' — pour diviseur , 011 a dans 
ce cas, 

/dÆ,+/d'iî = o, 

JR^ étant ce que devient /?, relativement à Jupiter , et la caractéristi- 
que différentielle d se rapportant aux coordonnées de Jupiter j d’où 
il suit que l’inégalité de Jupiter qui correspond à la précédente , est 

3 772 . 72 . \/ — 

^ Ci 

^ ^ ^ ./.sin. (%nt 2 72 ^+ S- 2e — O). 

ly. Dans les inégalités de Jupiter et de Saturne, dans les- 
quels le coefficient de t n’est pas 572' — 272 , et ne diffère pas de 
celle quantité, du coefficient 72 pour Jupiter, ou du coefficient n 
pour Saturne, il faut augmenter nt gX. n t de leurs grandes iné- 
galités dépendantes de K^nt — 272/. En effet, on a vu que ces grandes 
inégalités doivent être ajoutées aux moyens mouvemens , dans 
les formules du mouvement elliptique ; elles doivent donc être 
ajoutées aux memes quantités dans le développement de R. Soit 
— i nt-\- ^ ^ un terme quelconque de ce dévelop- 
pement, et L.tàin (in't — ^ l’inégalité correspondante do 
Jupiter. En augmentant nt ci nt^ de leurs grandes inégalités, dans 
le tex'me H.cos,(int- — il en résultera un terme de la 
forme qII.co^\ïn*t — intdh(^n t — Maintenant, 
la suite des opérations qui lient H a Z», donne aux parties de H les 
diviseurs (i'n — y in — in ^ in — La meme suite 
d’opérations donnera ii l’inégalité correspondante aux parties de 
qH.co^\int — intdtL(^nt — 272 + -E} 5 l^s diviseurs 
{^ï n — 4 n:±z( i n'-in:à=.( ^n'-sn)^ 1 n -indt:(<^n -an) dtin. 

Si in — in ou iri — inz±:n ne sont pas très-petits de l’ordre 572' — 272,* 
on peut négliger 572' — 272, dans ces derniers diviseurs, et alors 
l’inégalité correspondante à 

q H . cos. {i'/zV — int z±z ( ^nt — +E} 

q Z. sin. — intzi=,( ^nt — 2 72 /J-f--S + Z}; 

G 2 


sera 
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ce qui rcvîcnit à augmenter dana^/i»sin nt et nly 

des grarulea inégalités. 

Il faut pareillement aiugmenter dam les termes dépendons des 
simples excentricités , les quantités e\ de leurs varia- 

tions dépendantes de Fangle tjnt — nnt ^ mais on s’assurera faci- 
lement qu’il n’en résnUe qae des itiégaliléa insensiUks. 

l8. Les coefficiens des inégalités des: planètes varient à raison 
des variations séculairesides éîémens des orbites : on peut y avoir 
égard de la manière suivante : on mettra d’abord l’incgalité rela- 
tive cl un angle quelconque in't — ine, sou^ celle forme, 

P. sin. (i'nt-^ P' •cos. (ïnt — int\ i'i — ii). 

On déterminma les valeurs de P et dp P', pour l’époque de >7,50 j 
qu faisant ensuite , 

tang. ^ =rz — ^ jf, = l/P* + P'*' * 

Ip signe dp sim étant le même qpe celui de P\ et son cosinus 
é^twt,du même signe que P; l’inégalité dont il s’agit sci\a, 
h . siu. ( in!' i — i n ü — U + Jl). 

On déterminera les valeurs de P et de P* pour 1950, en ayant 
égard aux variations séculaires des élémciis des orbites 3 et l’on 
aura ainsi pour cette inégalité , en 1950, 

é'L + <rLj). sin. (int — + <^^9 5 

en exprima^Tjt dpnc par ty le nombre des années juliennes écoulées 
depuis 17505 l’inégalité précédente relative au temps ty prendra 
cette forme, 

/r . 

I L+ l.sin. 

\ 200 / 

Sous ocille forme , elle pourra s’étendre plusieurs siècles avajil 
efaprès 175^0. Mais ce calcul ne doit avoir lieu que pour les inéga- 
lités un pemconsidéraldes. 

Relativement aux deux grandes inégalités de Jupiter et de 
Saturne, il sera iililc de porter l’approximation, jusqu’au carré du 
temps 5 dans la partie qui a pour diviseur (’^n — Cette partie 
de rexpression de est par le n^. 8 , 


• ii" 
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k faP'-^ — ^^1^-,-. |.sht. {'jnt~‘int-^')t' — 2’.j} 

Sm'.n* ) I (<^n —211) .dt f 511'— 3 /*/ • { 

^ r •« ^ci,dP' ^(i,dd2 ^ * t § , ' 

^ 1 ^' aP — t — 2/2/-h5è — 2 i)\ 


les valeurs de P y P\ et de leurs diffcx’cnces, étant relalives a un 
temps quelconque t En les développant en séries ordonnées par 
rapport aux puissances du temps ^ et en ne conservant que sa 
seconde puissance , et les différences premières et secondes de P 
et de jP'; la quantité précédente devient, 


\aP' 


•xa.dP 


'<a.ddP 


(Ini .n^ 


( ■^i — 2 n).dt ( •^n-^211)^ .th^ 

r dp' 


G a . ddP 1 ddP 

’ + ^ • t (7/7^ 2/1 ; j ^ ^ 


I . bin . ( <n'l 


i 2 a.dP\ 


. ddP 


(ÿi — 2 n).dt (*)!% — 2 n/^.dP 

1 f dp oa.ddP* 1 d 


ddP i 

IlT^ 


( <^ni-Qnt-\- 5^-26^ J 


. cos. ( yî t - Q.71I 5ê'-2î^ 


les valeurs de P, P' et de leurs différcnce.s élaril ici relalives a 
Fépoque de 1750, et dclcriuinces par la inclliode du n". 8: les 
autres parlies de la grande inégalité de in étant peu considérables , 
il suffira d’avoir égard , par ce qui précédé , a la première puissance 
du temps. Celle grande inégalité prendra ainsi la forme suivante i 

Çy£ ./+C .P).sin.( ^nt — 5*' — 

4 . (^' + B' - 1 + C\r),cos. C^nt — 2 7^/+ 5e' — 2t). 

On donnera à la grande inégalité de m'^la meme forme sous laquelle 
il sera facile de réduire en tables, ces inégalités. 

SiFon veut réduire Finégalilé prccédenlc, à un seul terme; on la 
calculera pour les trois époques de 1750, 2250 et 2750. Soit 
^.siri. ()n't— 2/^^+ 5g'— 22 + 5 celle grande inégalité pour 1750;^ 
soient ^^5 A^; f , , A^^ , ce que deviennent é' et A, aux époques de 
22';o et de 2750. Celte inégalité relative à un temps quelconque 
sera 


/ dQ 


dt 


Vsin-l^/z'/ — 2 ^^+ 5«' — 2* + A + — + f / 


Ma) 
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les différences de ^ et de a se rapportant ici à l’époque de 1750. 

On aura ensuite par le n". 8, 


dZ 

4 f_ 3 C-f 

ddi 

ff^_2C,+ f 


1000 ’ 

dt* 

2^0000 

dA 

4A— -A— A 

/ ' y/ ^ 

dd A 

_A,_2A,+ A 

I 

lOÔO ^ 

dt^ 

250000 ^ 


Conformémpnl à la remarque que nous avons faite dans le n*. 1 , 
CCS deux graiides inégalités de Jupiter et de Saturne, doivent être 
respecliveinenl appliquées à leurs moyens mouvemens. 
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CHAPITRE III. 


Des perturbations planétaires dues à V ellipticité du soleil. 


1 8 . Le soleil éiant doué d’un mouvement de rotation , sa ligure 
ne doit pas être exactement sphérique. Nous allons déteriniiier 
rinflueiice de son ellipticité , sur les mouvemens des planètes. Si 
Ton nomme p cette ellipticité; q le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur , à l’équateur solaire; et ^ la déclinaison d’une pla- 
nète m relativement à cet équateur; si de plus, on prend pour 
unité la masse du soleil , et que l’on nomme D son demi-diarnètre ; 
il résulte du n"'. 35 du troisième livre, que l’ellipticité du soleil 
ajoute à la fonction R du n”. 46 du second liv re , la quantité 

l’équation différentielle en rcTrdu n*^. 46 du second livre ^ devien- 
dra donc, en n’ayant égard qu’à cette partie de /Z, en négligeant 
le carré dept, et en observant qu’ici /dR = ff-hR , g étant une 
ai bitraire , 

nhd.r^f (fi — ~q).D^ 

O = H — — , + 2/r-{ — • , 

dt^ H ^ 3r3 

Pour déterminer la constante g^ nous observerons que la for- 
mule ( Y) du n°. 46 du second livre , donne dans la quantité 


nt exprimant le moyen mouvement de la planète, cette quantité 
doit être nulle j on a donc 


S 3 o3 » 


et par conséquent l’équation différentielle en devient, en 

observant que ti^a = i , et négligeant le carré de e , 
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d^.ri'r , z.ft --fl) 

O = { i 4- 3^.cos.(^/2^-f-ê — ^)} — 

/ I ^ * 

H .72®./?% { I +3^. COS.(f 77/4*6 

t*c qui donne en intégrant, 

r<^r t ^ r 

— • (i— 5<?.72/.sin.("'^i^ + «— 

r® 

La partie elüpliqnc de — est i — 2e.cos. (/it + t ^ • en y fai'- 
sant donc varier '»■ de /<»■, on aura 

r^t 

•— == — (ntA-î’^^). 

a* * ^ 

• T ^ T 

Si l’on compare celte expression de — , àla précédente j on aura 

n» t 

Tellet le plus sensible de rdlipticité du soleil sur le mouvement 
de la planète» dans son orbite , est donc un rnouvemçnt direct dans 
son périhélie ; mais ce mouvement étant réciproque h la racine 
carrée de la septième puissance du grand axe de l’ellipse plané- 
taire , on voit qu’il ne peut être sensible que pour Mercure. 

Poui' avoir l’elfçt de rellipticité du soleil sur la position de l’or- 
bile ; reprenons la troisième des équations (JP) du n^. 46 du second 
livre. Celte équation peut être mise sous la forme suivante ; 

ddz n^a^.z / dR\ 

Prenons pour plan fixe celui de l’équateur solaire , ce qui donne 

Z* 

— En observant ensuite que r* = ar*+y’ + on aura 
/rfB\ , , , «•.£)“ 

l’équation différentielle précédente devient ainsi , 

ddt ( 'xi'r Dn 

or on a par ce qui précède , 

D* 

- = hCp-7ÇJ--ri 


on 
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on a donc 



ce qui donne en intégrant, 

z = }“®}> 

f étant l’inclinaison de l’orbite à l’équateur solaii'e , et 9 étant une 
constante arbitraire. Ainsi les nœuds de l’orbite sur cet équateur , 
ont un mouvement rétrograde égal au mouvement direct du péri- 
hélie , et qui par conséquent ne peut être sensible que pour Mer- 
cure. On voit en même temps que l’ellipticité du soleil n’ayant 
aucune influence ni sur l’excentricité de l’orbe de la planète, ni sur 
son inclinaison à l’équateur solaire , elle ne peut pas altérer la 
stabilité du système planétaire. 


Mécan. ciéi* Tome lll. 


H 
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CHAPITRE lY. 

Des perturbations du mouvement des planètes , produites 
par l’action de leurs satellites. 

1 Q, Les théorèmes du n®. »o du second livre, offrent un moyen 
aussi simple qu’exact, pour déterminer les perturbations des pla- 
nètes, ducs à l’action de leurs satellites. On a vu dans le n®. cité , 
que le centre commun de gravité de la planète et de ses satellites , 
décrit à très-peu-près un orbe elliptique autour du soleil. En 
considérant cet orbe . comme étant l’ellipse môme de la. planète ; la 
position respective des satellites entre eux, et par rapport au 
soleil , donnera celle de la planète par rapport au centre commun 
de gravité , et par conséquent les perturbations que la planète 
éprouve de la part de ses satellites. Soit M la masse de la planète ; 
R , le rayon vecteur du centre commun de gravité; U, l’angle 
que ce rayon fait avec une droite invariable prise sur l’orbite de ce 
centre , et d’où l’on compte les longitudes. Soient m , m\ &c. les 
masses des satellites; r, r, &c. leurs rayons vecteurs; v, v, &c. 
leurs longitudes vraies ; s,s, &c. leurs latitudes au-dessus de l’or- 
bite du centre commun de gravité. Enfin , soient X , Y, Z les 
coordonnées rectangles de la planète , en supposant leur origine 
au centre commun de gravité , et prenant fe rayon R pour l’axe 
des X, Z étant la coordonnée perpendiculaire au plan de l’orbite 
de cé centre. On aura à très-peu-près, par la pi’opriété du centre 
de gravité , et en observant que les masses des satellites sont trè^t- 
petites par rapport à celle de la planète , 

O = ilf.X+/nr.co3. (i > — U^d-m'r'.cos. &c. ; 

O = M.Y +mr. sin. (v — U)-^mr ,s\xs.. (v ' — U)^r Ôtc-J, 
oi= nî,r«-l-/n'.r's'+ &C.. 
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Xia perturbation du rayon vecteur est à très-peu-près égale à X, et 
par conséquent à 

— r.cos. (p — U) — ^.r'.cos. (p — U) — &c. 

La perturbation du mouvement de la planète en longitude est à 
Y 

très-peu-près — , et par conséquent égale à 

-^^i-^in.(P-U) (P'-^U) -SCC. 

Enfin , la perturbation du mouvement de la planète en latitude , 
, Z 

est a très-peu-près — , et par conséquent égale à 

m rs m' r's' . 

'm'~r ^'~k ^ 


Ces diverses perturbations ne sont sensibles que pour la terre trou- 
blée par la lune ; les masses des satellites de Jupiter sont si petites 
par rapport à celle de la planète , et leurs élongations vues du 
soleil, sont si peu considérables, que ces perturbations sont in- 
sensibles. Il y a tout lieu de croire que cela a également lieu pour 
Saturne et Uranus. 


Ha 
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CHAPITRE Y. 


Considérations sur ta partie elliptique du rayon vecteur et 
du mouvement des planètes. 


J^^ous avons déterminé dans le chapitre vi du second livre, 
les arbitraires, de manière que le moyen mouvement et l’équation 
du centre ne reçussent aucun changement par Faction mutuelle des 

planètes ; or on a dans l’hypothèse elliptique , — ;,2%]a masse 

du soleil étant prise pour unité ; ce qui donne 


a — n ^ 

tel est donc le grand axe dont on doit faire usage dans la partie 
elliptique du rayon vecteur. 

Si , comme nous le ferons dans la suite , on suppose 


a a 

« = 7Z ’ ; d — n'"^, &c. 5 

il faudra dans le calcul de la partie elliptique du rayon vecteur, 
augmenter respectivementa, o',&c., des quantités \ma, j /«V,&c.; 
mais cette augmentation n’est sensible que pour Jupiter et Saturne. 

On appliquera ensuite au rayon vecteur, les corrections don- 
nées par les formules du n°. ^o du second livre , et par les n"* pré- 
cédens. Ces corrections contiennent les deux termes, 

— m'a.fe.cos.(nt-\-i — 'a) — m'a ./'V. cos. ■— 

f et /' étant déterminés par les deux équations suivantes , 



équations données par le n”. 50 du second livre, en changeant seu- 
lement le signe du terme dans l’expression de jT' du 


n”. cité J ce terme devant être affecté du signe — . La partie précé- 
dente du rayon vecteur peut être réunie dans une même table, avec 
la par tie elliptique de ce l’ayon. 
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CHAPITRE VI. 

aleurs numériques des diverses quantités qui entrent dans 
les expressions des inégalités planétaires. 

21, Pour réduire en nombres , les formules exposées dans le 
second livre et dans les chapitres précédens ; on est parti des don- 
nées suivantes : 

Classes des planètes , celle du soleil étant prise pour unité. 


Mercure. . . . . . 

"V'énus . T - - . - » 

r 

...... — 

:2Ü2)8io’ 

I 

T.n T^prvp. 

— 

383137 ’ 

1 

TVfars 

»»•••• Ttl’^ — 

3296^0 ' 

1 

TmiiteY* ....... 

...... . 777*^^—» 

1816082’ 

1 



1067,09 ’ 

tn tniR ...... 

....... niy zzzz 

1 

TTranns. ... 

• ••»••• — 

1 «.*3 

0 

M 



19504 ' 


De toutes ces masses , celle de Jupiter est la mieux connue : je l’ai 
conclue de Féquation suivante qui résulte du n®, 25 du second 
livre. Si Fon nomme T la révolution sydérale d’une planète m ; 
y J celle d’un de ses satellites , dont q est le sinus de Fangle sous 
lequel le rayon moyen de son orbite est vu du centre du soleil 
à la moyenne distance de la planète à ce centre j la masse de la pla- 
nète , celle du soleil étant prise pour unité, est 
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On a, relativement au quatrième Scatellite, 

5- = 8 in.i^ 5 o", 38 ; 

T = 43 3 2'“"”, 602208 ; 

T= i6’°”",68go} 

d’où l’on tire , 


1067,09 

La masse de Saturne a été conclue de la même manière , en sup- 
posant la révolution sydérale de son sixième satellite , égale à 
1 î'““”,g453 , et l’angle sous lequel le rayon moyen de l’orbe de ce 
satellite est vu du soleil , dans les distances moyennes de Saturne, 
égal à 5 5a", 47. La masse d’Uranus a pareillement été conclue , en 
supposant , conformément aux observations d’Herschel , la durée 
de la révolution sydérale de son quatrième satellite , égale à 
i 3’'’"”,4559 , et le rayon moyen de l’orbe de ce satellite, vu du 
soleil , dans la moyenne distance d’Uranus , égal à 136", 5 12. Mais 
les plus grandes élongations de ces satellites , à leurs j)lanèlos 
respectives , ne sont pas aussi cert£iines que celle du quatrième 
satellite de Jupiter. Leur observation mérite toute l’attention des 
Astronomes. 

La masse de la terre a été déterminée de cette manière. Si l’on 
prend pour unité, la moyenne distance de la terre au soleil 5 l’arc 
décrit par la terre dans une seconde de temps , sera le rapport de 
la circonférence au rayon , divisé par le nombre des secondes de 
l’année sydérale, ou par 36523638",4. En divisant le carré de cet 

1 T 1 • « 

arc , par le diamètre , on aura — — pour son sinus verse : c est 

la quantité dont la terre tombe vers le soleil , pendant une seconde , 
en vertu de son mouvement relatif autour de cet astre. Sur le 
parallèle terrestre dont le quarré du sinus de latitude est j, l’at- 
traction de la terre faU tomber les corps dans une seconde , de 
3,66553”^'"’. Pour réduire cette attraction, à la moyenne distance 
de la terre au soleil ; il faut la multiplier par le carré du sinus de la 
parallaxe solaire , et diviser le produit, par le nombre de mètres 
que renferme cette distance ; or le rayon terrestre sur le parallèle 
que nous considérons, est de 6369374“**"’; en divisant donc 
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ce nombre par le ainus de la parallaxe solaire supposée égale à 
a7",a , on aura le rayon moyen de l’orbe terrestre exprimé en 
mètres ; d’où il suit que l’effet de l’attraction de la terre , à la 
moyenne distance de cette planète au soleil , est égal au produit 


de la fraction 


6369574 


, par le cube du sinus de 27'^, a ; il est par 
conséquent égal à * retrancliant cette fraction de — , 


on aura — > pour l’effet de l’attraction du soleil , à la même 

•distancefles i^f^^es^du soleil et de la terre sont donc dans le rap- 
port des nombres , 1479560,5 , et 4,4885 5 d’où il suit qué'la masse 

de la terre est :: — . Si la parallaxe du soleil est un peu différente 

329630 

de celle que nous avons admise; la valeur de la masse de la terre 
doit varier comme le cube de cette parallaxe, comparé à celui de 


57^2. 


J’ai conclu la masse de Venus, des formules que je donnerai 
dans la suite, de la diminution séculaire de Tobliquité de l’éclipti- 
que à l’équateur, en supposant cette diminution égale à 15430'. 
C’est en effet celle qui résulte des observations qui me paroissent 
mériter le plus de confiance. Quant aux masses de Mercure et de 
Mars, j’ai supposé, d’après les observations , les diamètres moyens 
de Mercure, Mars et Jupiter vus à la moyenne distance de la 
terre au soleil, respectivement de 21", 60 ; 3 5", 19, et 6 u 6 '\oi. Ces 
diamètres donneroient leurs masses , celle de Jupiter étant connue , 
si l’on connoissoit la loi de leurs densités ; or, en comparant les 
masses de la Terre , de Jupiter et de Saturne , à leurs volumes; on 
trouve que la densité de ces trois planètes , est à-peu-près en raison 
inverse de leurs moyennes distances au soleil ; j’ai donc adopté la 
meme hypothèse, relativement aux trois planètes, Mercure, Mars 
et Jupiter; d’où résultent les valeurs précédentes des masses de 
Mercure cl de Mars. L’irradiation et les autres difficultés qu’offre 
l’observation des diamètres planétaires, jointes à l’incertitude de 
l’hypothèse adoptée sur la loi de leurs densités, rend ers valeurs 
d’autant plus incertaines , que cette hypothèse s’éloigne de la 
vérité, relativement aux masses de Vénus et d’üranus.^ Heureuse- 
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ment, Mercure et Mars n’ont qu’une très-petite influence sur le 
système planétaire, et il sera facile decorriger les résultats suivans 
qu’elles affectent , lorsque le développement des inégalités sécu^ 
laircs aura fait connoître exactement leurs masses, 

2 2. Moyens mouvemens sydéraux des planètes , pour une année 
julienne de 365’““” om valeurs de n, n', &c. 


Mercure n — 16608076^0; Jline. 

Vénus . n ~ 6 5?¥gflo '|ÎJo ; 4 /t- 

La Terre n" — 3 9999 30", 09; . 

Mars n!":= 2 1 2670 1 ",oo ; 

Jupiter... »"'= 337210", 78; 

Saturne ri’ 13379a", 34; 

Uranus n”— 47606", 62. 


En employant pour n , Scc. ces valeurs , le temps t désigne 
un nombre d’années juliennes. De-là , en prenant pour unité la 
moyenne distance du soleil à la terre , on a conclu , par la loi de 
Kepler, les distances moyennes suivantes, des planètes au soleil. 


JDistanpes moyennes des planètes au soleil ^ ou demi^grands axes 

de leurs orbites. 


Mercure a =s 0,38709812; 

Vénus a' — 0,72333230; 

La Terre a"— 1,00000000; 

Mars a"'= 1,52369352; 

Jupiter o"= 5,20116636; 

Saturne ay = 9,53787090; 

Uranus..., o’'’=i9,i83305oo. 


L’action mutuelle des planètes altère un peu ces moyennes distan- 
ces : nous déterminerons dans la suite ces altérations, 


Rapports 
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Rapports des excentricités aux moyennes distaiices , 

OU valeurs 

de e , dy 

&c. pour i/So. 


Mercure 

.... e — 0,205 51 320; 


Vénus 

.... e — 0,00688405 ; 


La Terre 

. . , . c^= 0,01681395 ; 


Mars 

e"'= 0,09308767; 


Jupiter 

.... e'"^— 0,04807670; 


Saturne 

.... e = 0,05622460; 


Uranus 

.... e""'— 0,04669950. 


Longitudes des périhélies 

en lySo, ou valeurs de 

, 'T!r\ Szc. 


t t ^ Li4t 


Mercure 


Jrr.st ÔJ 

Vénus 


- /y ..9 // 

La Terre 

— 109°, 5790; 

r Cj^-hm 

Mars 

368°, 3037; 


Jupiter 


- JO-SSi^ 

Saturne 

'=•’'= 97 % 9 ^ 66 ; 


Uranus 


^ /é6-6/3b 

Inclinaisons des orbites à V écliptique en i/So, ou valeurs de f', &:c. 

Mercure 

'P = 7%777^i 

^.ÙÔCO 

Venus 

p' — 3 % 770 i ; 

5^3331 

Mars 

<?'"= 2,0556; 


Jupiter 

P"— I ,4636; 

J. 3 t JZ 

Saturne 

P'’= 2,776a; 

Z. b 

Uranus 

<P^‘= 0,8596. 

Os 


Longitudes des nœuds ascendans sur V écliptique de lySo y ou 
valeurs de 9 , &c. 


Mercure 

.. fl = 

5o'‘,3836j i^.3k^z 

Vénus 

. . fl' = 

82'’,7093 ; 

Mars 

.. Ô"'= 

52°, 9376 3 

Jupiter * 

, . 0'’’= 

108°, 7846; 

Saturne 

. . fl» = 

133 % 896 o; JJi se&Jf 

Uranus 

Mécan. cél. Tome III, 

. . fl”= 

8o%7015. 

I 
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Tontes CCS longiliifles sont, comptées de l’équinoxe moyen du prin- 
temps, à l’époque du 31 décembre 1749, à midi, temps moyen à 
Taris. On doit observer ici , que l’on entend par longitude du 
périhélie, la distance du ])ériliélie au nœud ascendant, comptée 
sur l’orbite, plus la longitude du nœud. 

0 ,^, On a obtenu les résultats suivans , par les formules du 
n". 4;) du second livres 

M E R C U R E J') T VENU S. 


d’où l’on a conclu , 

Ensuite , 

2,1721751 ; 

’ 107665 ; 

U 

A 0,0123 166 ; 

•J 

0,0012758. 

3 

80206 ; 

-7^ = 0^47708 ; 

-^-3,756285,; 
dé> t3) 

-i * . „ 

-^77- = 3,381072 ; 
-^^ = 1,511016 J 


« = — = 0,535160765 

= 2^145969210 ; 

a 

èÇ) = — 0,5 1 5245873. 

” 3 

0,6057052 ; 

3 

77^^^^71=050520855 ; 

~k-= ; 

rZ/i^C4:) 

-“—=^0,423818 ; 

-ir ^ 2,426165 5 
-^-- = 2,826559 5 

-^ = 1,014134, 


0,2465877 ;, 

U 

7?/^)= O 5 O 251378 ; 

3 

7?/®)= O5O029287 ; 

a . 

1,070071 ; 
-^^052523763 
— ^ — = O3O50726. 

acf> 

-;^- 3,39502'25 
= 2,1379065 
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-^=11,308703 5 = i2,o642iî ; = 11,983424; 

æb^o) civ^^c 5 ) 

-^=14,584366; -^=: 16,067040 ; ^-=15,617274; 

dy,w 

13,720218. 


-^ = 69,60594 ; 

^^= 105 , 33962 . 

4,214154 , 

L 

1,192372 ; 

X 

0,238807. 

x 

~ir = 1^150630 J 

-i_ = 488 , 8 .. 


-^= 82,36773 ; 


Z;/’)— 3,035376 ; 

X 

0,708667 J 

X 

db^<~^) 

-^= 9,76666 ; 




d^bW 

-^= 92 , 72610 ; 


1,950536; 
0,413762 ; 

t 

-jü ^ 7 ,o« 39 y 


-^=78,09476; —^ = 67,14764. 


MERCURE ET LA TERRE, 

tt = ^ = 0,38709812; 

d’où Von a conclu , 

= 2,07565247; 

“* ‘A 

b ^'\ = — 0,37970591. 



M E C A N I Q U Ê CELESTE, 


G8 

Ensuite , 


/> (°)~ 2,081980 3 

ô^(') = o,4iii4o ; 


0,120178 ; 

0,038900 3 

0,013203 ; 

Z>>) = 

a 

0,00 1603 J 

0,00162g 3 

‘A 

z,^w= 0,000573 ; 


0,000177. 

dh^') 

db,^o 



= 0,464378 ; 

-J^= ■,>99633 ; 

a 

d(c 

= 0,665739 ; 


dbW 

db C5) 

I 


= 0,316756 ; 

-j- = 0,141793 ; 

:i 

dc'. 

= 0,061 43 3 ; 


dboy 



~àr “ 0,026130 ; 





-^==1,672x99 J -^=1,22077, 5 = 2,235935- 

iVh^^^'y 

-^=1,8523645 -^=1,1972455 0,0708.74. 

fZ’z./'*) æhoy 

-±r = Usn ^ 5 '-± r = 5,45663 ; = 6,51373. 

3,871833 ; 1^^76062 3 = 0,747019 5 

3 2 2 . 

0,33421a 3 V‘^=o,M 3779 - 

a Z 

-i-=î’'^ 5535 - 


MERCURE ET MARS 

» = ^,7= 0,25405312; 

J’où Von a conclu y 

2,05240384 5 

U 

= — 0,25198657. 
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6g 


Ensuite , 


ô,(°>=2,033 500 ; 


0,260462 ; 

i (>) = 0,049765 ; 

=0,010546 J 

U 

by^=z 

0,002331 î 

A/*) = 0,000538. 

a 






a 

dec 

1,077839 5 

-J— == 0,402980 





L ; 

a _____ 

clcc 

0,037781. 



1,244725 ; -^— = 0,656780 ; 

(Hm 

-^= 1 , 050453 . 

i/»' = 3^3522536 j A/'’ = 0,863876 ; i,*'’ = O, ■272085. 


MERCURE ET J U P 1 T E E. 

«= -^ = 0,074425553 

J’où l’on a conclu , 

= 2,00277053 ; 

*i'i •= —0,07437397. 

En déterminant , au moyen de ces équations et des formules du 
n^. 4g du second livre , les valeurs de &c. ; on a reconnu 

â a 

qu’elles deviennent de plus en jdus inexactes, ce qui a lieu dans 
tous les cas où et est peu considérable ; parce qu’alors ces valeurs 
sont les difterences de nombres qui diffèrent très-peu entre eux; en 
sorte qu’il faudroit avoir ces nombres avec une Ircs-graiule préci- 
sion, pour déterminer exaclcment ces différences, oc qui exige- 
rait l’usage des tables de logaritlimes à dix ou douze décimales. 
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Pour obvier à cet inconvénient, il faut recourir à la valeur de 
en séries : on trouve par le n®, cité, 


^ .^+1 . s 4-2 1 

<2. ZL Z 


s 5 + i . 5.5+1 5+f.5 + i+I ^ 

1 +-.~.ct‘+ ^4 

1 A + 1 1.2 


1.2.3. 


5. 5+1. 5+2 5+i. 5 + /+1 .^+i+2 ^ 


1.2.3 


i+ 1 .i+2.t+3 


. flt^ + &C. 


Cette valeur de est ici très-convergente , à cause de la petitesse 
de et : c’est par son moyen que l’on a détermine les valeurs de 

a 

^ &c. ; &c. , dans tous les cas où et est peu considérable. 

â 1 

On a trouvé de cette manière, pour Mercure et Jupiter, 


2,002778 ; = 0,074581 5 i/'‘) = o,oo 4 i 64 ; 

à a a 

0,000258 5 0/^^=0,000017. 


rfi/0 

-^ = 0,074891; -^=1,006269; 

dbO) 

— = 0,010428. 


dl>W 

-;-= 0,1113805 


= 1,018876 5 = 0,171781 } 

è^W=2,02 5i43 5 0,225613 } 

T T 


^=.,'.99780. 
A/“^= o,o2og84. 


MERCURE ET SATURNE. 


- = ~“0»o^‘o58547; 

d’où l’on a conclu , 

= 2,00082368 J 

““là 

U'I — — 0, 04057711. 
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Eusuile , 

2,0008 2 J ; 

a 

0 ,OOOo 42 J 

a 

— ^ — = o,o 4 o 662 ; 

dot, ^ 

~j— = o,oo}o8^. 

-~;ir— >>oo 39 o<^ 3 


6 /*^ = o,o 4 o 6 io } 

i 

= 0,000001. 

U 

rf^.co 

-^=i,ooi84i J 


d.*bO) 

-^ = o,ogi84o i 


0,(0 = 0,001236; 


dbC<‘'> 

-±- = 0,060919; 


= *,469188. 


AIERCURE ET ÜRANUS. 

et = -^ = 0,02017895 ; 

d’où l’on a conclu , 

= 2,00020360 ; 

â 

0,02017792. 

”*â 

Ensuite , 

/,,(«)= 2,000182 ; V'> = 0,020183 j */*>= 0,000306), 

a.i a ^ 

Ji.w dbo:> 

-^ = 0,020196; -^ = 1,000913. 


VÉNUS ET LA TERRE. 

a' 

“ = ;:r = 0,72333230; 

d' où l’on a conclu , 

= 2,27 159162 ; 

21 

= — 0,6722632151. 
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Ensuite , 

= 2,386343 ; 

a 

= 0,3233 59 5 
7 ^ = 0,0904 12 5 


= 0,942413 ; 

U 

— 0,20681 1 ; 

■J. 

i (7) — 0,061 loi 5 


Z)/*)== o,«;27589-, 

U 

b }■''>— 0,13 5616 ; 

a 

o,o 4 i 73 I. 




d(C 

= 1,643709 ; 



'J 

da 

= I7738781 ; 



2 

— 0,867147 ; 

d^b^°') 


Û 

d'Jd 

= 7 ) 7’9923 , 



U 

du^ 

= 9,112527 ; 



U 

</«» 

= 7,842733. 




I 

•Ji 

dul ^ . ’ 

= 36,55335 ; 

d ^ ip'y 


a 

dc ^^ 

= 62,87646 5 





doc 

= 2,272414 5 





2 

dcc 

dbo :> 

= 1,407491 ; 

t^j- 

11 

-A 

0 

2 

(7« 

= 0,668830. 


i7'7./‘5 


d^byi 

a 



dx ^ 

— 7?53 7 

dx - — »^5 5»593 

<7^Z./0 



doç.^ 

= 9,107400 ; 

-^=8,634030 


-ir = ! 7 ,S Î 7 =l ; -^ = s 8,.963 J j 

= 66,32409 J = 70,54326. 


==9,992,39 ; V')= 8,871894 J Z>/“) = 7,386580; 

X 1 ^ 

S5953940 ; 4,704321 ; 3,652052. 

1 f- t, 

= 56,65440 ; = 50,90290. 

VÉNUS 



SECONDE PARTIE, LIVRE VI. 
VÉNUS ET MARS. 


7 Î 


d’oii l’on a conclu , 

= 3 ,ii 4 } 6649 ; 

“ï 

b ^'\ = — 0,46094390. 

Ensuite , 

b ^’^) = 2,129663 ; 0,521624 î *,(•)= 0,187726 ; 

b^P = 0,07467 5 ; bW = 0,03 1 1 27 ; ôV) = 0,0 1 3 3 3 7 ; 
b ^^^ = 0,005829. 




dJ /0 


<fô CO 


d» 

= 0,631752 ; 

a 

dx 

= *,330781 J 

—J— na 0 , 884 1 06 J 

dbo :> 




</ 6 ,CS) 


X 

= 0,510976 J 

â 

dx 

= 0,279002 J 

a 

c2« “ 

= 0,147606. 







a 

2,192778 ; 

a 

= i>8 15836 ; 

â 

= 2,795574 



rf-» ■ 







a 

2,628516 J 

â 

= â^oo44ag« 



dtc' 

dx^ 





d^bO) 




a 

= 7,65440 ; 

â 

= 8,45655 J 

â 

8,17676; 

det^ 






= 10,66513. 


^^ = 3.523572 J *^(*^= 2,304481 ; 1,3 25959 J 

b ^^'> = 0,722687. 

-77- = 8,47521. 

Méo-an. cél. 7o/n^ III. ir 



MECANIQUE CELESTE, 
VÉNUS ET JUPITER. 


74 


“ =-^ = 3907 116 

cl’üù l’on a conclu, 

— 2,009682 1 5 3 


6< 

I 

- 0,13873412. 

Ensuite , 

a 


2,009778 5 


= o,i4oo92 3 

= 0,001695 ; 

a 

*/<) 

là 

= 0,000206 3 


db^ao 


—7 — = 0, 1 42 160 3 

U 

djL 

= 1,022206 3 




= 0,036783 ; 

a 

du 

= 0,006111. 

d-bM 

d^hy^ 



a 

■ ■ f\ "y 0 1 • 

d»- — *’°^ 7532 , 

= 0 , 533951 . 

du^ 

— 0,325009 , 

6/“) = 3,089736 ; 

b(') 

= 0,432801 ; 


VÉNUS ET SATU 

a' 

— = 0,075837903 

cFoii Ton a conclu, 

— 2,00287673 5 

*” là 

^^‘>^=—0,07578334. 

Ensuite , 

b ^°'> = 12,0012886 J = 0,076002 J 

a a 

= 0,000273 J 6/^^ = 0,000018. 


^ (») = 0,014623 ; 

a 

Z»/") = 0,000026. 

a 

= o,aiao 46 

a<« 

-^ = :‘,^ 75 « 9 o 

6/’^ = 0,075054. 

X 

R N E. 


6/’^ = 0,004323 3 



75 


SECONDE PARTIE, LIVRE 

ffô^CoJ di.CO 

-±- = 0,076^31 J = ï,oo6i90 ; 

rf^.jC 3 ) 

= 0,01 io8<. 

c« 


-^=1,019629 ; -^=0,173510 ; 

= 2,026116 ; 3/’) = 0,229988 ; = 

*• a. r 


VÉNUS ET URANU 

a' 

“ = — — 0,03770634 

d’où l’on a conclu , 

= 2,00071095 J 

*” ”5 

= — 0,03769964. 

Ensuite , 

2,000712 j = 0,037725 ; 

^ « 

zrz: 0^000034. 

U 

db ^ co '> dboy 

= 0,716690 ; = 1,000829 ; 


LA TERRE ET MAR 

€l 

« = — = 0,65630030 } 

d’où l’on a conclu , 

= 2,22193173 ; 

* "â 

U '\ = — 0,61874362. 


b W: 


dbW 




VI. 

= 0,114267 J 

= *,419950. 
= 0,021791. 


: 0,001067 y 

= 0,056634. 


K 1 
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lîasuile , 

2,291 132 ; = 

= 0,224598 5 = 

= 0,046595 ■ = 


dh^-) 


dbw 

U 

— 1,228078 5 

■JL 

du 

du 

dh^ 


dhW 


*1 o/xr^r^/^r^ • 

•jt 

du 

— ij-i^oyyo , 

du 

db^f.B) 


dbW 

2 

du 

— 0,473942 ; 

d» 

d'h y) 


d^b^O'l 

du^ 

= 4,985108 5 

du'^ 



(V^i; (4) 

T 


= f) ocrr^rin • 


du"^ 

dH> (^0 

■ J y ouu ^ 

du'^ 


= 4,388001. 


0,804563 J 

— 0,405584; 

Oi> 29973 î 

*/) = 0,077170; 

0,028480 5 

= 0,017565. 


db^M 

1,871211 ; 

— ' — r= 1,601236; 

du 


dh^(^) 

0,920710 j 

— -. — = 0,666207 ; 

du 

0,333444. 


4,744671 5 

“3?"= 5 ’ 7 Î‘>*> 



= 5,776483 J 



d^bw 

-^= 29,03/100 ^ 

-~ = n,'^ 9 ^ 8 i -, 

6,856336 ; 

= 3 5 5 964 ; 

X 

1,174650. 


d?h CO 

_i 

= 29,78930 J 
36,32093 5 

= 5 J 727893 ; 

= 2,351254 J 




■J 

d«? 

= 30,18818 ; 

d^by'S 


a 

d«d 

= 37,33908- 

by-^ = 

X 

0 

C 

by^ = 

1,671668 ; 


= 3 >,80897 J 


dh(^) 

~k~~ 32,36285 


dhp) 

.— ^ = 18,25867. 



SECONDE PARTIE, LIVRE VI. 77 
LA TERRE ET JUPITER. 

a" 

a ~ = o,X9aa646i J 

d’où l’on a conclu , 

0^^=2,01853593; 

ô<-[ == —0,19137205. 

Ensuite , 


a 

2,018885 3 

0,195003 ; 

a 

i =0,028195; 

= 

’J 

0,004516 J 

0,000023. 

*/*’= 0,000779 5 

a 

= 0,000132 ; 

a 

db^io) 


db(') 

db^i^'> 

a 

0,100586 J 



du 

dee. 5 

tu — °>*9v995> 

dbp) 


db^(^) 


â 

du. 

0,07093 a 5 

= 0,016369 ; 

—^=05003448. 

du 



d^b,(o 

d*by) 

r 

du*‘ 

X, 

d»^ 

L132355 J 

0,746681. 

~ 0,466165 J 

=1,628667 




d^bM 

11 

3,472714 ; 

= 2,874986 ; 

==1,41883. 


= 2,176460 5 

= 0,03243g. 

^ „ 0,619063 ; 

% 

= 0,148198 ; 

t 


LA TERRE ET SATURNE. 
* = ~ = 0, 104845 20 J 
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d’où l’on a conclu, 

—, 3,005 50004 J 

T 

= — 0,10470094. 

Ensuite, 

0 /''^= 3,005 5 3 5"* J 0,105283 J 0,008382 J . 

T T T 

0,000724 ; 0,000066. 

ï r 

rfi/») 

-^ = 0,106155 J -^= 1,012536 i -^=0,158723; 

dbp^ 

0,02077g. 

d^b^(0 

= 1,037816 ; = 0 ,q 46 j 93 j = f, 526303. 

2,050321 ; = 0,321 144 ; 0,041977. 


la terre et uranus. 

a 

«fc = —= 0,05212866 J 

d’où l’on a conclu , 

= 5,00135893; 

1 

= — 0,0521 1095. 

X 

Ensuite , 


= 3,00135 5 ; 

X 

b, = 0,00008g. 

‘x 

"x 

= 0,052182 ; 

= o,oo 204 o ; 

X 

db , <■’>'> 



dbM 

^ = 0,052288 ; 

T 

</4f 

= 1,003060 J 

^ —0,078449. 
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MARS ET JUPITER. 


79 


=0,29^95212 


d’où l’on a conclu , 


Ensuite , 

= 2,0451 1 2 J 

T 

= 0,0163 17 i 

X 

— 0,000297 5 


= 2,043 14576 ; 

X 

=: —0,28977479. 

1 

= 0,302922 ; 

1 

= 0,004192 5 

X 

= o,ooüo8i. 






r 

= 0,32400 4 5 1 

T 

du 

— 1, >05998 5 





T 

dc 6 

= 0,172096 5 

T 

du 

= 0,058420 5 

dbp 




T 

ûr« ■ 

= 0,006173. 





d ^ by ^ 


% 

= 1,338759 ; 

X 

= 0,794557 

(/«* 

du ^ 





’î 

= 1,258858 5 

T 

= 0,623 i 84 . 


du ^ 


= 2,69358 ; = 3,77722 J 

^^56^(3) 

~ = 5,47068. 


= 2,444762 J 4 ^^*^ = i,o 4 o 2 o 6 j 

!• T 

= 0,127942. 


— 0,06681 2 3 

"x 

= 0,0011095 

'i' 

-ir = “>‘«r'7: 

= 0,0192585 

= 2,91068 5 

AO) — 0,376693 5 

X 



8o 


MECANIQUE CELESTE, 

dA/o) rfè/') 

"ir = 3 , 488 i î ; = 4,80540 j = 2,99684. 

MARS ET SATURNE. 

a'" 

«= — = 0,15975187; 

d’où l’on a conclu , 

^^2= 2,01278081 ; 


Ensuite , 

^^2 = — 0,1 5924060. 
r 


ù/®) = 3,012945 
1 

; b }''> = 0,161305 î 

= 0,019347 ; 

= 0,003577 

T 

; = 0,000360 ; 

T 

= 0,000052. 

T 


c/^,CO 

dbW 

= 0,164463 

db , f » 

=0,048740 

5 = 1,029493 ; 

*.c« 

5 rf* = 0,009065. 

0,244843 ; 


rf'Ô.O) 

d ^ by ^ 

= 1,090095 ; 

rf‘^.C 3 ) 

-^=0,620633. 

rf.. = 0,379322 ; 

= », 596 i! 48 ; 


— 2,1x9585 ; A/') = 0,503071 ; 0,100136. 

% t T 

MARS ET URANUS. 

a"' 

« — — = 0,07942807 ; 

d’où l’on a conclu, 

J(0) 

1 



SECONDE PARTIE, LIVRE VI. 8i 


Ensuite , 

= 3,003167 J 

T 

^ ( 3 ) 0 , 000 - 3 1 4 ; 

T 

= 0,079993 ; 
-i- == 0,011983. 


; = 3,00313363 ; 

X 

'^ = — 0,07936338. 

& 

i/'’ = 0,079617 J 

X 

i^(4) — 0,000023. 

X 

-^=1,007144 ; 


i/*) — 0,004746; 


= 0,119823; 


JUPITER ET SATURNE. 



« = — = 0,34331723; 



d’où l’on a conclu , 





= 3,1 3168341 ; 




6^'', = — 0,32431372. 



Ensuite , 

X 



== 2,1802348 ; 

= 0, 6206406 ; 

*/«) = 

0;2576379 ; 

= 0,1179730 ; 

A/ 4 ). = 0,0565 522 5 

iV) = 

X 

0,0278360 ^ 

= 0,0139345 ; 

6/7) = 0,0070481 ; 

ô,<*> = 

0,0033837 ; 

=:: 0,0018056 5 

X 

= 0,0008632 j 

T 

T 

0,0003333. 


dbo:> 

db<^^y 


= 0,808789 ; 

L =M 83 > 54 i 

-^= 

= 1,103160 ; 


dbU-) 

dbp^ 


=0,726330 ; 

-^^ = 0,433283 ; 

X 

d-JL 

= 0,274717 ; 

db^^:> 

dbO'> 

db^^ 


-^—=0,163306 ; 

= 0,096019 ; 

T 

d(c 

= 0,036171 ; 


rfi.c*o 



J, = 0,033083 ; 

= 0,020265. 
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M E C A K I Q 

[JE CEE IC STE 



d^hy') 



T 

2,875229 3 

X 

= 2,552788 5 

"x ^ 

dci‘^ 

d(c^ 

d-hy^ 


T 

3,533622 3 

X 

= 2,995647 3 

"x 

doC^ 

d^by^ 

d^bW 

X . 

1,664586 3 

T 

= 1,144377 3 

X, 


djL^ 

det^ 


d»^ 

(TA/") 

cPbp'> 

r 

du' 

æb 


dct,’ 

iUb 


dcc^ 

ihuy^ 

T _ 

7/«'f 

dii)W 

T _____ 

dxi 


= 0,485135. 

: 12,128630 ; 
: 15/154850 5 
: 14,958762 ; 

84,40159 ; 
89,8615 5 

118,6607 ; 

— 747,480 ; 


dbb^^ 

-Û- = 785,884 i 
■^-=912,301. 


ûf^ô.CO 

= 12,878804 3 = 12,832050 3 

= ^77058155 i 16,655445 3 

rf8/,_C8) 

12,234874 3 -^= 9,566/120. 


~ 83,94825 ; 

dib/.i'i 

tlui ^ °'>38o9 3 

rf4Z._C7) 

-lér == »« 5.9588. 

d^bo:» 

753/117 5 

crd>^ c4) 

-ir = 8'9.»8 o 3, 


(O 


fla^ 

d^bi^:> 

dcc^ 


8.7,3027 3 
113,5238 


(Pb 


761,8433 


-^-884,505: 


^>358387 3 . ^,^9=2,0821313 

* 1 î 

1,295672 3 Z», 6) = 0,784084 3 è/9 = 0, 4660473 
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= 0,2736:^9 J = 0,158799 ; 3 ,W=: 0^092290; 

* » r 

0,053922. 

«• 

<»,(■) abW 

-^^14,681324 J -^=M>339657> = 13/* 16026; 

db^O-) rf/, ( 4 ) 

~ir = »o» 5986 i I ; -J- = 7,802247 ; -i- = 5,470398 ; 
~ir = 3j7iO'o43 ; -^=2,426079 ; _^_ == 1,^63695. 

-^=93,19282; 
d'b^^') 


-^ = 830,0586 J - â ^= 830,1580 ; 
-^-=785,5855; _^ = 740,6775.; 

-^;-=!74.9>'î. 


JUPITER ET ÜRANUS. 

a" 

« = — = 0,27112980; 

d’où l’on a conclu , 

= 2,03692776 ; 

X 

= — 0,26861497. 

Lî 


^ =8.o,.o45i 
= 666,4o8o ; 




8Ï MECANIQUE C E L E S T E," 


Ensuite , 


2,038359 

5 3= 0,378966 J 

5^(0=30,056906} 

b }^'> = 0,012879 

. 0,003058 j 

5 /*) 33 0,0007455 

= 0,000185. 

T 



db,(.-y 

<ZA,<o 


-^ = 0,295410 ; 

^ - .,08955. ; 

i =«.^3630 


rfA.co 

rfa.c») 

= 0,145398 J 

-^—0,045930 } 

— f— 3=0,015410. 
d » 




.t 1 î> 8 î 4 î 4 > • 

,r- ■ * — r> *7 1 4. A 7 0 • 

V — 1 Pt r'î'T 1 






« 

-i.-='>' 3 !ÎS 9 - 



i/") = 3,372983 

X 

; 0,0=0,938794 5 

5 ^« = 0,3151865 

= 0,099260. 

T 



S A T U 

R N E ET U R 

ANUS. 


« = -^ = 0,49719638 

5 

d’oLi l’on a conclu , 




= 2,12564287 J 



= — 0,48131675. 


Ensuite , 



^/°^= 2 ,i 4444 o j 

X 

= 0555 2007 ; 

5 /'^ = 0,2083 13 î 

Z» /^^ = 0,08683 4 ÿ 

X 

Z,/^) =0,03 7909 ; 

t. 

5 /*) = 0,0169905 

Z>/‘> = 0,007728 5 

= 0,003 522 5 

5 ,^®^ = 0,001 547. 
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d»,(-) 


db,W 

l =0,683055 î 

T * 

c*. 

- *,375806 } 

= 0,949138 ; 


dbM 


db,<.» 

=0,57:^896 5 

T 

doi 

= 0,337198 ; 

d, ==01*813705 

db 




-^ = 0,098799 J 

T 

de$ 

= 0,053648* 


æ b ,('>') 

d^b, 0 ) 


d^bc-^ 

-^- = 3,377108 ; 

r 

= 3,017767 ; 

--£r- = ®i 993245 5 

rf» 6 ,C 3 ) 




_,.. ^ — - 0 1 Q 1 • 

X 


*• — 1.616470 î 

^,00 12 10 ; 


J.fUJOUJ / J 

rf-* — *,010(170 , 





=1,067430. 





<Pi/0 


d>bW 

= 8,798999 ; 

1 

= 9,578267 ; 

-^^= 9 , 43 , 4 , 0 ; 

æbp‘'> 



cF 6 .C 5 ) 

-^= i], 9 o 4 i 4 o j 

T 

■ = 13,988670 J 

--rfir=*V 357 ‘-**« 

V*’^= 3,750905 ; 

V') 

= 2,54799a J 

*,5304535 

& 

— 0^3^2105 J 

T 

fc^U) 

= 0,482564 J 

—s o,a62i46. 

dhi^') 

db, 0 ) 



= 9 , 756 i 6 ; 

'% 

du. 

= 7,74097 ; 

= 4,9505a- 
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CHAPITRE VIL 


Expressions numériques des variations séculaires des 
élémens des orbites planétaires. 


2 s4. Nous allons présentement donner les valeurs numériques 
des variations séculaires des élémens des orbites planétaires. Re- 
prenons pour cela les variations différentielles des excentricités , 
des périhélies , des inclinaisons et des nœuds des orbites , données 
dans les n°® 58 et 60 du second livre. Pour les réduire en nombr-e , 
il faut d’abord déterminer les valeurs numériques des quanti- 
tés I Zi ] , &c. On a d’abord calculé les valeurs de (0,1) 

et [~1 , au moyen des formules suivantes données dans le n «.55 
du second livre, 


ro,i; = — 


1 . 

^m' .nu.. ^(l 


+ lu.b 



0,1 1 =— ■ 


a.(i — a^p 


On en a conclu les valeurs de 1,0^ et f ‘.qI , au moyen des équa- 
tions suivantes trouvées dans le même n". 


( ho) ■■ 


t.y^ 


(op) -, 1 ÏZI = 




r®. 


On a obtenu de cette manière les résultats suivans réduits en secon- 
des , et dans lesquels les chiffres 0,1,2, 3,4, 5, 6 se rapportent 
respectivement à Mercure , Vénus , la Terre , Mars , Jupiter , 
Saturne et Uranus. On a multiplié les masses précédentes des pla- 
nètes, respectivement par les facteurs indéterminés 1 + /, 

1 +/a", &c. , afin de pouvoir corriger immédiatement ces résultats , 
quand on aura les corrections des masses. 


(op) = ('!+/;. 9", 4211 52 J = 0+t*' ; 

(o,u) = 5 = ('1+/;. i",4uo96 ; 



SECONDE PARTIE, LIVRE VL 


( o,V 125403 J 

(0,4) = 4", 862570 i 

— ('i +/“'" A* 248641 ; 

(o,Q) = C 1 o", 0052 5 2 ; 

(ho) = )• i", 303 450 } 

Ch^) = ri+i“"^-2s",889753 ; 
(h}) *= (l+l^'")’ o", 4 57288 ; 
(iA) = ('i+f«"'^.i2",7505 i2 5 

(h5) — ('+1^'' )• o", 64003 a J 
0,6; =:: O+M'";- «">013439 } 

(‘j,o) = ('i+z^ o';3oii54 ; 

0,1; = 0 +M iG^V'ioo^o j 
('2,3; = o+/^"9- i", 336417 J 
0, 4 ; = ('i +/<";• 2 i"> 444 oi 5 ; 

= ( i + l *'')- 1", 050745 ; 
(2,6) — (i+tx''‘). o", 021899 i 

(3,0) = (i+i^ ). o>576oo } 

( 3 A ) = i"5*8i 47 j 

0^2^ = ('1+/^";- 6", 063413 J 
0>''0 = ('x + m"';-44", 479510 ; 
0 > 5 ^ = )• a'> 3'948 J 

0,6; = ( i + iJ -")- o",o4i468 ; 

(4t,o) = 0+f* ;• o>qo699 ; 

('hO = )• o>i 3244 } 

0,2; = o';o 3 o 439 5 

r4,3; = ( 1 - 3 - h "')- o>i39i 6 i 
^'4,5.) = ('i+j“’;'23",77i4ii ; 
0,6; = O +/*’“> o", 298294 J 

("5,0^ ('‘+4‘ o",pooo83.} 

0,1; = ( i + i ^' ). o",ooi 545 J 
0,2; = ('i+z*"). o>o3467 j 


= r 1 + ) • P", 039496 ; 

dÂl = r» +/<‘''y>-p", 45 i 633 î 
13I] == ri+^''y)-o", 011610; 

I 0.6 1 = ('i+/i'';-o",oooi2g. 

[511 = ;• o", 837553 ; 

[53 = ("i +^‘‘’; • 19", 058562 J 
QZ] = (i+y'"')- o",a 6 }i 24 ; 
[^ — 2 V'!iii 95 ; 

[‘■3 = (i+h'')- o', 0606 21 ; 
[ï^ = o", 000631. 

% 

[ ^■“1 = (l+h )■ o", 142855 Î 

[H] — ('l+^i' ;. 13^945671 ; 

1V27656; 

[53 == ( i +!*"')• 5", 129740 ; 

[ 5 l] = (i+t^')- o",i 373Ç)o; 

L53 “ ('i+f<’';- o",ooi 4 i 8 . 

ffAI = 0+/^ J- o'',oi 8 i 42 ; 
LU] )■ (>",873545 ; 

fïZ] = O+Ai";- 4",662522 ; 
[53 = ( 1 +3'')- 16", 108309 ; 
[53 = Tl + H’ ; • ' 0 '', 4 o 4446 ; 
[ 53 = (i+i^"). ü",oo 4 ii 4 . 

[53 = 0+/^ )• 0", 000065 ; 
[5l] = (^I +/>(';• o", 002297 ; 
('Lt'L ?= ^l+f^";- o", 007281 ; 
[MJ = r I +m"9- o", 005040 ; 

[ 51 ] == Tl - 15 "i5 37640 ; 

[56 1 = o", 100143. 

[53 = )• o", 00000 i -, 

[53 == Ti+m';- o",oooi 46 j 

[53 = C 1 +((*";•, o", 000454 J 
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— ri+ZO- o>oi 478 ; 
('>5,4; = fl 55", 263722 ; 
( h ^) — (i + l *")- ï", 096340 J 

(6,0) = ^.0", 000007 ; 

{6,1) = ('1+/^' ^.o",oooi33 ; 
(6,z) — fl +/;.o", 000296 ; 
f6,3^ =r fi 4 -/^'' 9 -o",oooi 24 î 

f 6 , 4 ; = fn- 4 .'V. 2",838932 5 
(6,5) = fi=;*'';. 4 ", 488 i 96 ; 
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m = o", 000294 ) 

03 = fl + U-;. 36", 121899 ; 
03 — fi+M”;. o",658505. 

[63 = fl+l“ ^.o", 000000 } 
[671 = fi+jw';. O ",000007 ; 
[§7] = f 14 -/ 1 /" p.o", 000019 } 

[ 67 ] = f l-|-/tt"'> 0",000012 î 

HD = Tl -O'^y 5 3096 } 
[ 67 } = fl a", 695783. 


26. Au moyen de ces valeurs et des formules données dans 
les n®’ 58 et 60 du second livre , on a conclu les résultats suivaiis , 

dans lesquels — exprime le mouvement sydéral du périhélie en 

(It 

longitude, à l’époque de lyôo, et pendant une année de 365^®"'*^; 

est la variation annuelle de l’équation du centre , ou du double 
dt 

de l’excçntricité , à la même époque j est la variation annuelle 

d(p^ 

do l’inclinaison de l’orbite, à l’écliptique fixe de 17505 ~ est Ja 

variation finnuelle de l’inçlinaison de l’orbite, à récliptique vraie j 
d& 

— est le mouvement annuel et sydéral du nœud ascendant de l’or- 

d& 

bite sur l’écliptique fixe de 1750; est le mouvement annuel et 
sydéral du même nœud sur l’écliptique vraie. 


MERCURE, 

dv 

•— = ï 7"367383 + 9', 302569. /u'+a", 870161. //" -i- o", 1291 51 

+ . y ." -f- 0,245303 .//’ + o", 005 2 5 2. f/", 

de 

=: o", 042252 + 0^,067742.//'-+- o", 020096.//" — o", 007 190.//"' 

— o", 03 8766.//” + o'',O0O3 58,//' -t- O®, 0000 12.//”. 

dp 

di 
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= ”“0',370}49 — o",'27i 45 3 — o",oooi6a.ft'" — o", 088777 .(x" 

— o", 009924 . o", 00003 3 . ft". 

= 0", 547557 + o". 2 Hi 4 o./«' + o", 00 1569.^1"' +• o", 302730. /2" 
+• O*, 03201 5 .( l ’’ + o", 000103 .jtt’'. 

=—13 *,o 4 o 106 — 5 ",446264 . f// — 2^^974745 . ( t " — o'’,og2442 . n "' 
— 4",3o8g8g.^'' — o", 21 2929.;*’ — . ic '. 

= — 23">3 5^337 — o",3oi 154. M—i2",5i366i.ft'—a",974745. fl" 

— o",443748.f*'" — 6",7 50288.il*" — 0“', 3638 54.(2’ 

— o",oo6877.(2’‘. 

VÉNUS. 

r 

•= — 7 *, 23 i 874 — i 3 ', 3 i 8446 .f* — I7",76 i22q./'+3 *,715362./*" 
+ i 9",863664.(2" o", 25 8684. (2’ + o*,oioo9i 

= — o", 8 o 42 18 — o",279256.m — o",3 122 59.(2'^' — o",o 19686.(2*' 

— o",i887i4.j2" — o",oo 4348 .( 2 ’ -j- o", 00003 8.(2". 
= — o", 049228 + o", 077777 .(2 4- o",oo 6658.(2'" — o",! 16834.(2" 

— o",oi 6835 .(2’ + o",oooüo6.ft”. 

~0 5i37‘^64+ o", 059807. (2 — o",oi28oi .( 2'" -h o",o7g659.(2" 
+ o", 010803 . (2* — o, 000004 . (2’‘. 

= — 30", 558630-1-1 ",05 5720.(2 — 22”,88g753 .(2" — 0*52349 14.(2’" 
— 8", 21 5138.(2" — o",26ii64. (2’— o",oio38i . f *.". 

— — 5 ®">7 5 ^3 5 * 5 1 o 648 .^* — 1 6",74905 3 .(2' — a 2", 8897 5 3 .(2* 

— o", 884798.(2" — 15 ",842800. (2" — o",88 1230.(2’ 

— 0,015365.(2”. 

LA TERRE. 

= 3 6", 881443 i",28o628.(2 -1- ii*,769371 .(2*+ 4 ", 7721 07., w*' 

-4- 2l",00J210.(t" -l- o", 598970. (2’ -f- o", 0204*3 . (2* 
Mécan. cèl. Tome III, M 
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o", 5 79 1 3 O — o‘',o 24866 . /4 + o",o93 9 } 6 . m' —• o", 1 5 a 5 oo . /*" 
— o", 4930 1 8 . f»" — o", 002806 . i*' + o",ooo 1 24 . 

mars. 

48",3 86296 + o", 049209. + 1 *,577303 + 6“, 571974. ju* 

+ 38", 002750. /*"' + 2", 141598. + o", 043462. /4''. 

1", 149806 + o",oo729Q.;x + o", 00483 2./ + o", 124976./^" 

+ o",972i68.f.t‘'' + o", 04063 8-/4'' — o"oooioo./4'‘. 

— o",9o679i + o"50oo284.f*— o",o 4 o 57 5 — o", 786665 ./4" 

— o",079 5 99 . ;4'' — o",ooo2 3 6 . ft". 

— o", 040074 — o",oo 1 1 99 . /a 4- o", 407078 . — o",4o74o4 . 

— o", 038437 ./a’ — o", 000 II 2. f^'’. 

— 3 o'',o 254 i 5 + o",i6ii85 .^ + 0", 969343 .m' — 6", 063413 .f** 

— 2 4 ", 244 1 44 . iw" — o", 82 2630./^'' — o",o2 5 7 5 6 . frt", 

— 7o",338499 — o", 982701./<— i6",474o72./ii' — 6", 063413 

— 1", 336417. A«"' — 33">,9S9862.iu‘'' — i", 447980./*’ 

— o'', 034054./*". 

JUPITER. 

20 *,369659 + o", 000574./* + o", 013364. /*'+’o", 030362./*' 
+ o>o63i9./*"'+ 19", 931701 ./*’+ o",387339./*". 
i'',7Iii68 — 0", 000024 ./* + o", 000028./*' + o", 000244./*' 
— o", 000588. /*" + I ",707742 ./*' + o", 003 766./*". 

— o",' 24 i 1 74+0", 000068./* 4- o", 0003 13 . /*' + o",ooo3 46 . /*'" 

-—o", 243621 ./*’ + ü", 00 1720./*”. 

— o",6888 20 — o", 029292 . /* — o",3 954 1 4 . /*' — o", 03 2 8 5 6 . /*" 

— o", 232852 ./*’ + o", 001 594./*". 
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9» 


— =t ig", 9067^ + o", 001^70, /K+d'',ol8o76v/i*' — “ o'',03o4}g.f*" 

— o,ooi4a3 0789^3 •M’' — o'’>n 99 ’‘ 

= — 45 ",2 37 3 3 6— o",97 6008 3 9", 5 94863 .f*'--o'',03 0439./*" 

— i", 201089./!^'" — ai'', 444 oi 5 -itt" + i8",i 40621.^4’ 

— o",i 5 i 543 .^ 4 *'. 

SATURNE. 

■ = 49*, 730637 + o'', 000068. f 4 ■{. 0*001531. /Le' + O*, 003334. /U,' 
+ o",ooi 697 . (*"' + 48 ", 7 3 7068 . y ."' + o", 98693 9 . y ". 

— — 3",334397 — o"oooooo./4-j-o",oooooi .;4'+o^,ooooo2 ./Le" 

— o",oooo 48 . y " — 3 ",3948 1 2 . /ee” + 0*060260 . y ". 
= 0", 307841+ o", 000009. /U + o",000055 ./ee' + o ", OOOO ^ i } . y " 

+ o", 298443 ./ee" + o",O09291 . y ". 

= — o",479290— o",o3 3813. y — o", 598 513. y — o",oy 8709 . y "' 
+ o ", 1 8 2 6 3 9 . /ee" + o",009 1 06 . /ee''. 

= 27 ", 794 i IO + o",OOOOI I ./L4+0",O00I30.iee' o", 003467. /ee" 

— o", 000996 . y "'— a&'jQ 57559- o", 83 a 229 . y ". 

=» — 5 8", 770060 — o",3 42473 . y — 1 8", 1 5 8 1 7 5 . y — o",003 467 . y " 

— o ",4 3 6 4 6 3 . y "' — 3 7 ", 94 1 2 3 4 . y ” — 1 ",o 5 07 44 . /4'' 

— o",8375o 4 ./ee". 

U R A N U S. 

— 7^^576700 + o", 000008. /ee + 0",000 1 3 2 . /ee' + o",000293 ./ee* 

+ o",oooi 47 . y "' + 3 *, 737 i 30 ./e 4 ” + 3",838ggo./ee'. 
= — o*,3 3 3 90 1 — o", 000000 . y — o*,oooooo . y ' — o'", 000000 . /te" 

+ 0",000001 ./ee"' o",036890 .fe" o",2970 1 2 ./ee’. 

= — o",l 5 0807+0", 000000. /ee + o", 000000. /te' + o",OOO0Ol • y " 
— o",027888./ee" — o", 122920.^4'. 
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(î(p 

~~ =—0", 084754 — o", 01695 ï .M + o", 031313.//' — O*, 018332 /*"' 
+ o ", 183767. //•’ — o ", o 94 1 42 . /*’. 

— = 8", 336037 + o", 000051.// + o", 000450.//' — o", 000296.//" 

ut 

4- o", 000 J 44.//'" 4 - i",532o43 .//" + 6", 803 64 5. //\ 

= — 106", 183322-2", 433693.//— 73", 505817. //'—o", 000296.//" 

— 2", 897429.//"' — 31", 434265 .//”+ 4", 160079.//' 
o",02190I .//'■. 


Je n’ai point compris dans les formules précédentes, les varia- 
tions de l’orbe terrestre ; on les déterminera par les équations , 

lang. f " . sin. 9" —p“ ; lang. p" . cos. 9" = q". 

Quant aux valeurs de p" et de q" , on les déterminera par les for- 
mules du n". 59 du second livre, et l’on aura, en prenant pour 
plan fixe l’écliptique de 1750, 


P 


dp" f 


dq t 

— h- 

dt 3 dt 


ddp" 

mr 

ddq' 


-H &C.; 
+ î 


/ exprimant le nombre des années juliennes écoulées depuis 1750 , 

i l les valeurs de , &c. se rapportant à cette époque. 

On pouiTa ne considérer que la prernièi'e puissance de t dans ces 
deux séries, lorsque t n’excédera pas 300 j et lorsqu’il ne surpas- 
sera pas 1000 ou 19.00, on pourra rejeter les puissances supérieures 
au carré, ce qui est permis , même relativement aux observations 
les ])lns anciennes, vu leur imperfection. On trouve par les foi- 
innles citées , 


~ = o", 936792 + o"', 025989. iu 4- o'',266-io8.^t' + o", 029082./:^"' 
— o'^,o679G6*/>t''' — o", 016809. + 000088. 

t // 

— ï^j546i 56 — o",o2G3o 4.// — o", 956638.//' — o",o3 1898.//'" 

— o", 488376 //■’ — o",oi2658.//’ — o", 000282.//". 
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26. On a vu dans le chapitre III, que l’ellipticité du soleil 
produit dans les périhélies des orbes planétaires un léger mou- 
vement égal à 

Considérons ce mouvement par rapport à Mercure, ç est le rapport 
de la force centrifuge â la pesanteur à l’équateur solaiie : soit rnt 
le mouvement angulaire de rotation du soleil ; la force centrifuge 
à l’équateur solaire , sera 771^ ^D. Si l’on exprime par S la masse du 
5 

soleil , on aura — = ou ; ce qui donne la pesan- 

5 . ... 


ou 

S^n"^ 

. i 

•p 

t^galc à 


^ ? 



m® 

D 3 

1 




La durée de la rotation du soleil est, suivant les observations, à 
très-peu près égale à 7. Ladurée de la révolution sytiérale 

de la terre est de 365^®'^”,^ 56; d’où l’on tire 

m 3fi;,256 
n 25,417 

Le demi-diamètre apparent du soleil dans sa moyenne dislancc, 
est de 2 968 "3 ce qui donne 

D 

— sin. 2968" ; 

on a donc 

q — 0,0000209268. 

Dans le cas de l’iiomogéiiéité du soleil , on a par le 11°. 24 du troi- 
sième livre, y le mouvement du périhélie de Mercure , 

produit par l’ellipticité du soleil , est donc alors égal à 

zQ • — •nt . 

et par conséquent à 

('sin. 2968"^“«^^^ *nL 

En substituant pour a , et n , leurs valeurs données dans le 
chapitre V; cette quantité devient , o'', 037830.^. Elle augmente la 
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valeur précédente de delà quantité 0378*0* Cctts quantité 

presque insensible devient plus petite encore , si , comme il y a 
tout lieu de le croire , le soleil est formé de couches dont la den- 
sité croît de la surface au centre 5 on peut donc la négliger pour 
Mercure, et à plus forte raison, pour les autres planètes. Les 
variations des nœuds et des inclinaisons des orbites , dépendantes 
de la même cause , peuvent être également négligées. 
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-R 


CHAPITRE VIII. 


Théorie de Mercure. 


2 y. Les inégalités de tontes les planètes , indépendantes d«.s 
excentricités , et celles qui ne dépendent que de leujs preinicj cs 
puissances , ont été calculées par les formules du n“ du second 
livre. On a d’abord déterminé les valeurs de &Cc. , et de 

leurs dilTérenccs, par les formules du n". 4ç) du môme livrej ensuite 
on a obtenu les résultats suivans dans lesquels j’ai omis les perturba- 
tions du rayon vecteur, dont l’effet sur la longitude géocentrique de la 
planète est au-dessous d’une seconde. Pour déterminer la limite 
qu’une inégalité du rayon vecteur, doit atteindre pour produiie um; 
seconde sur la longitude géocentrique de Mercure , nous observe- 
rons que si l’on nomme cette longitude , et si l’on fait — ='j ; on 
a pour la variation correspondante à J'r, 

. . 

r" 1 — 2 ot . cos. ('v — v") ~1- 

Le maximum de la fonction 

sin. (v — A/") 


correspond à 


1 — 2 et . cos. — v") -j- et* 
act 


COS. (p — p') ~ 




ce qui donne — - — maximum ; on a donc alors 

Si l’on suppose — ziz et si l’on prend pour r et r\ les 
moyennes distances de Mercure et de Ta Terre au Soleil , ou auj a 
par ce qui précède , r' = i 5 01 = 0^38709812 3 d’où Ton tire, 

<r r = zp . 0,00000 1335? 

on peut donc négliger toutes les inégalités du rayon vecteur de 
Mercure, dont le coefficient est au-dessous de ±0,000001. Piuiiii 
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les inégalités du mouvement en longitude , nous ne rapporterons 
que celles dont le eoëfiicient est au-dessous d’un quart de seconde , 
excepté les inégalités qui dépendent de la simple distance angulaire 
de la planète , et qui peuvent être réduites dans une même table 
avec des inégalités plus considérables. 


Inégalités de Mercure , indépendantes des excentricités. 


( 2", 044299. sin. (nt — nt-\-é—“t) 

— 4'',497255 .sin. a.(n't — — tU 

, ^ — o",jg^ 2 g 4 .sin. 3 .('n't — nt+t' — 1)\ 

I — o",ogoj 37 .sût. 4 . Cnf — nt+e' — e)\ 
— o", 02748 5 .sin. 5 . ( nt — nt-\r é — 

( o", 6523493 .sin. ('«"i — nt+t" — i) 1 

4_ j — o", 511250. sin.2.('n"i — nf+e" — o[ 

+ ( I — ,0", 052163 .sin. 3 .(n"t — nt+^'' — 1)( 

f — o",oog6 5 2 . sin. 4 . (^ n"t — nt+e " — * ) j 

Î i", 75720g. sin. (n”t — nt-\-t"' — s) 

— o", 36 53 84. sin. 2. ("«"f — nt + t " — « 
—.0", 00962 4. sin. ■^.(n"'t — nt-i-t"' — 1)\ 


0,00000003 76 

-0,0000004094. cos. — nt-\-i' — e ) 

•^r— — (l -1-0,0000015545 , cos. 3 .(n't — nt+é — i)] 

-1-0,0000001702,008. 3 .(n t — nt-^t ' — » 

-f- 0,000000043 7 . cos. 4 . (nt — n t+ 1' 


g^— g ) V 

.'-Jr 


Inégalités dépendantes de la première puissance des excentricités ^ 

C o" 911114. sin. g' — mr) 'J 

1 — i2^^,44ogoo.sin. (uni — 72 ^+ 2 /-— « *— 

I — 5^^,204241 .sin. (^372'/ — 271/4-34' — 2 1 — 

= ('i + zx'^. «/-f-o'", 290090. sin. ( in't — 2 72 /-|- 3 g' — ae — 

1+ 0^,907 3 84 • sin. ( 4 n't — 3 71 /-+- 4 e' — 3 g — ^ 

I — o",5 45742* sin. { 2 n t — 71'/ + 2 e — g' — 'sr J \ 

1^+ 1^,2175 50. sin. C^nt — 2/i'^+3ç-^ag' — 'sr)\ 

+ (" 1 + * 
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{ o", 294499, + ) 

— 425025 .sin. ( fin”t — nt^r 2 — « — '^) i 
+0^753543 . sin ,( 37 î''^— 372/4-3*"— 2 f — ' vr )^ 

{ o'^, 72946}. sin. + 

— i", 765962,3111. + 

— 19405 .sin. ( — 72 / 4 - 2 e'^— -« — ' 

/ 0^^59774. sin. ("/2"/4-*"— ) 

I4- 1", 2206 5 8 . sin. t— n Z+^g^ — - g — 

^ I ^ ^'^.0,000001 3482 . CÜS. ('^ nt 2 72 / + 3ê'— ^ 2 Ê — 

fl +^*"^.0,0000029625 .cos. ^ 3 72 **^/ g -cr^. 

Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites» 


Ces inégalités ont été calculées par les formules des n®*. 1 , 2 et 4 , 
Le double du mouvement de Mercure diffère très-peu de cinq fois 
le mouvement de Vénus ; en sorte que 5,^72' — 72j-i-27z est à très- 
peu-près égal à — «-tz 5 il faut donc par le n® 3, considérer l’inégalité 
dépendante de 372/ — 572'/. L’angle 372V — -72/, croît avec assez de 
lenteur, pour avoir égard à l’inégalité qui en dépend. Pai’eillement , 
le mouveïnent de Mercure étant égal à très-peu-près à quatre fois 
celui de la terre , 4 . Çn ’ — 72^ + 2 tz diffère peu de -r- 72 5 il faut donc 
par le n^ 3, considérer l’inégalité dépendante de 272/ — 472"/. On 
trouve ainsi , 

^ 5 'V^i 74 i 7 -sin.f 3 ' 2 ^— 5 ^'— ^8%i2io;| 
1 + i", 84464 i.sin. ('372'/ — 72/+3g' — g + 45%i2ig^ j 
— f 1 +^t''^.o''58i3 igo.sin. f2 72/ — 4 72'^/+ 2g — 4 e" — ^5^77 3 5^ ; 

cTr = f 1 + [é ). 0^00000160^6 • cos. ( int — 572 '/+ 3 g — 5/ — 47^,7420 ), 

Inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois dimen- 
sions des excentricités et des inclinaisons des orbites» 

La première de ces inégalités dépend de l’angle 372/ — 572'/ 5 elle 
a été calculée par les formules du n®. 7, La seconde dépend de 
M^can. cÉii. Tome JJ/. N 
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l’angle nt — elle a été calculée suivant la méthode du n®, lo. 

On a trouvé ainsi , 

S'ç — — (\ +/^,26'',i8446o.sin. (int — 33°j58^2^ 

— ("i + — ^n''t+t — 4ê'^+2i°,i522^. 

Les inégalités du mouvement de Mercure en latitude , ont été cal- 
culées par les formules du n®. 5 1 du second livre. Comme elles 
sont insensibles , et au-dessous d’un quart de seconde , je crois 
inutile de les rapporter ici. 
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9 n 

CHAPITRE IX. 

Théorie de J^énus, 

28. Si l’on fait — = «t, et si l’on nomme la longitude géo- 
r 

cen trique de Vénus, Fequation 

donnée dans le précédent, deviendra, relativement à cette pla- 
nète , 

<rr' = — 

En prenant pour r et r" les moyennes distances de Vénus et de la 
Terre au Soleil, on a par le n^, 23 , et = 0,723 3 3 230 5 en faisant 
donc <r/^' = ± 1 on aura 

S'r = np 0,000000748g. 

On peut ainsi négliger les inégalités du rayon vecteur , dont le 
coefficient est au-dessous de o",oooooo7. Nous négligeroxas les iné- 
galités du mouvement en longitude, au-dessous d’un quart de 
seconde. 

Inégalités de p^énus indépendantes des excentricités^ 

^ 1 5^',48i270.sin. (n^t — 72 '/+ g" — ^ 

+ 3^",26o470.sin. — n't+i " — %') 

— 22", 388478. sin. l*(n"t — nt-^t — % ) 

_ , 1 — 3'',26i48i.sin. 72 '/ + ê " — %) 

P — i",o67587.sin. ç.^72"/ — Tllt•^^ — g'Jj 

I — o'", 44870g. sin. 6.^/2"^ — — i)\ 

I — o'', - 15203 .sin. 'J .(^n"t — n't-^i ” — i)\ 
y — o",i 11751 .sin. 8 ^Cn"t— nt+t ‘ — î')j 

i o", 24662g. sin. (n''t — nt+t ^" — g'J ^ 

~o';3 2711g. sin. 2 . C n't — t) I 

—0^03 3497 . sin. 3 . Cn'"t — n't^ g''— g'; f 
<>^^,007 1 96 . sin. 4 . — — nt 4- g^^ j 

N a 
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+Ci+I*' 0 - 


+r>+MV- 


8",923a6o.siil. — n't+t” — t) 1 

— 2",7o87i6.sin. — n'i+t" — t' ){ 

— o",i 23 561 . sin. 3 . (n'^t — nt+ «” — t 
— o", 008 501 .sin. 4 . ('«■'# — «'jf+s” — t )] 

{ o", 587881. sin. — nt + t' — t) ) 

— o'', 123022. sin. ^.(n't — n'# + 5 

— o",ooio3 1 . sin. — n't + «^ — «9 j 


'' — 0,0000003145 ' 

4-0,0000038362 .cos. ( n“t — ra'f-fê"— t ') 
-1-0,0000155050.008. — O 

■— o,ooooi 4 oi 55 . cos. — nt-]rt' — i) 

= (i+l*").\ — 0 , 00000242 5 5. cos. 4. ('« 7 — nt+i" — s) 8 
j — 0,0000008873 .cos. 5 .( n"t — n't+i" — t') 

I — o,oooooo 4 o 2 i . cos. G.(nt — n ' t -\- e" — t ' ) 

I — 0,0000002033 .C 03 . ’ j .( nt — 
l — 0,0000001094.003. 8. — i ) J 

— 0,0000003106 4 

-+-0,0000048903.003. ( rù ' t — — i ) I 
. V - . . , — 0,000002191 1 . Cos. 2.('n"'f — 72'^ -h é" — i'J ^ 
j — 0,0000001155.008. J - Cn^t — n ' t + e " — e'J i 
[ — 0, 0000000098. cos. — n ' t - i - i " -— t'J J 


Inégalités dépendantes de la première puissance des excentricités. 

J'p' = (i -J- ^^.2",47aoi4.r.in. ( 2 n't — nt+'js — t — v)-, 
r o",22 5944 . sin. (n"t-^ t " — v) 

— o'',394ig8.8in.('/2"f4-6" — '^t") 

4 o",503442.sin. (2n‘'t — n't-\- 2 .i' — é — 'sr') 

— o", 350134. sin. (2n“t — n!t-\-2é' — é — <a‘') 

— 4 ", 782561 .sin. (in"t — 2n't-\-'^t' — 2/ — 'a' ) 

+ (i -f + i^i">7i0902.sin.(' ^n"t — 2/27-431" — 21' — 

— o", 924314. sin. (in"t — 3/17441" — 3 «' — 

4 2",92484i .sin. ( ^n"t — 3/27441" — 3 i' — 

— 2", 135011 .sin. ^'5/2"^ — 4/274 5‘" — 4 e' — 'sr') 

4 6",7794o 5 .sin. ( ^n''t — 4 / 27 -j- 51" — 4 e' — -a") 

V+ o",3 28 502. sin. ('3727 — a/2 '7431 ' — )) 
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~ ( 1 +1^"') * 3^372700 . sin. ( — fl — 2 i — 

! — 4^64 ï 646 . sin* (n'H + 6*’' --t- j 

— o",99 1 07 5 . sin. 2 — n't + 2 t'— V; ( 

+ o",7 17378. sin. (2 n'^'t — 72'^+ 22’' — V ( 

— O ",504538. sin. ( 3 — 2 rit + 3 s''" — fl e' — j ' 

— ( 0^^,6751 32. sin. 

— — (i 4-^^.0,000000883 i .cos. (2 rit — ni-\‘2 e'— e — 

i 0, 000001 6482. COS.f 3/2''^^ — 272'/4- 32^ ~ 2 6' 7?'"^ i 

— 0,000001 1 4 o 6 . cos.(^ 5/2"/ — 4 n 1 4- 5s" — 4 e' — ^ y 

+ 0,0000036421 .cos. 5/2"^ — 4/2^/+ 55" — 4 -" — '^'^1 
— C ^ J • 0,00000 1 ^ 404 . cos. (in't — fl nt-\- 3s' ' — 2 ^ 


Inégalités dépendantes des carrés et des produits de deux dimen-^ 
sions des excentricités et des inclinaisons des orbites. 


^V' = — 1 ",02 961 7. sin. (i\nt — 2 72 ^ + 4 ê' — 2 6 — 43^,8980^ 

.. I 4 ", 64 5 172. sin. ("5 — -^nt+^é' — 3s' + 23°, 2302^3 

^ ^ 14 - o^'',27 5774. sin.f J ^ n ' t — 2nt + 4e^' — 2é + fl9'',93 58^] 

+ f 1 .6", 202706. sin. ( — 72'^ + 3 e'" — 6' + 73^2065^. 


En vertu des rapports qui existent entre les moyens mouvemens 
de Mercure , Vénus , la Terre et Mars, les quantités fln — 572', 
5/2'^ — 372', et n' — 372"' sont très-petites par rapport à tz'j ainsi, 
par le n^. 3 , les inégalités précédentes paroissent êti’e les seules de 
l’ordre des carrés des excentricités, qui puissent être sensibles. 


Inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois dimensions 
des excentricités et des inclinaisons des orbites. 


= ("i4-//^.3",65692o,sin.(' 211 1 — 572'^ + 2e — 5-^ + 33%5852> 
Inégalités du moiipement de f^énus en latitude^ 

Les formules du n^. 51 donnent, 



102 


MECANIQUE CELESTE, 

i o",38!;i97.8iii. ('«"f+ê" — 6 ') 

+ o",28o6 j 5 . siii. ( 2 n''t — n't+ a e" — e' — 9 ') 
+o", 226675 .sin. ('37î^'ï — m't + 3 *" — ae' — Q') 
+o",25 148^ .sm.(' 4 n"< — — 3 e' — 6 ') 

+o",g 646 i 5 .sin.(' ^n"t — 4/7'ï+‘^ê" — 4 ^' — 9 ') 
— o ",24 i 108 • sin. ( 2 nt — n‘'t+ 2 «' — e “ — 6 ') 

— (^ 1 + . o", 4 5 89 5 3 . sin. 0 n'"t — 2 ra f + 3 i "’— 2 e'— n''"; 

+ ('1 + . o'', 498 1 90 . sin. ( 2 n'V — •n't+2 1 ” — t ' — n'’^. 


n'" étant ici la longitude du nœud ascendant de l’orbite de Mars sur 
celle de Vénus, et n” étant la longitude du nœud ascendant de 
l’orbite de Jupiter sur celle de Vénus. 



SECONDE PARTIE, LIVRE VI. 


lOJ 


CHAPITRE X. 


Théorie du mouvement de la Terre. 


20. 7 ^' étant la longitude géocentriqne de Vénu.s , et a étant sup- 

y/ 

posé égal à — , 7 ^' sera fonction de a et de v — v " ; on aura donc 


par le n”. 27 , 


= — 


sin. ( V — v') 


1 — a tft. cos.fv' — v”) 
ce qui donne par le même n"., lorsque S^T^' est à son maximum, 

i'V 


et, 


et r' 


En ne Faisant varier que r " dans on a a ~ parlant 

/,-■= r-/— 

et 


En supposant 17 ^'— zà= i", et prenant pour r et r', les moyennes 
distances de Vénus et de la Terre au Soleil , on aura 

S'r"— dt 0,00000103 5. 

Si l’on nomme T' la longitude géocenlriquc de Mars, et si l’on 
fait ^ = =t , on aura par le n®. 27 , 

en prenant ^lour r " et j '"' les moyennes distances de la Terre et de 
Mars au Soleil , on a 

a = 0,63630030 3 
r '" — 1,52369352; 

En supposant donc = 1", on aura 

= rt: 0,00000 1363 ; 

on peut donc négliger les inégalités de dont le coefficient est 
au-dessous de ±0,000001. Nous négligerons les inégalités du 
îuouvemcnt de la terre , en longitude , au-dessous d’un quart de 
'seconde. 
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Inégalités de la Terre ^ indépendantes des excentricités. 

I i6", 3 29870.3111. (nt — n"t -\-*' — ^") '' 

—18", 567565 .sin. Si. (rit — n!'t-\-*' — 

— 2'', 294 5 83. sin. •^ .( n't — n " t+é — t ") 
— o", 695799. sin. 4. ('ni — n''t+t' — 

— o",28 1511. sin. 5 . ( n't — n " t + é — é ') 
— o", 1 3 2 1 1 3 . sin. 6 -(n^i — e' — 

— 0^,067984 f sin, ^ •(nt — — %") 

— 0^^037 202. sin. 

! i 3 1 8 563 . sin. — 72 '^/+ ^ 
+ io",750i ï 5 .s\ï\,a.(n'''t — n’t-^ g'"; — 

— o", 6643 sin. 3 r(n’'t — 

— o'", 145 130. sin. 4. n"^t — 72'"^ + g"' — 

' — o", 048984. sin. 5 •(ri^'t — — t')i 

•— 0^^,019931 - 3111 . 6 . ( n ^' t — n't + 

— o", 00902 2 .sin. 7. f n"'t — n ) ] 

! 2i'^, 78720I . sin. — 72'"/+ 1 

— ^ 8", 2 5 3880. sin. 2. — 2"^/ 

— o",5178o 8 .siti. 3 . (n'H — 7z"/+ 

— o'\o^ 1076. sin. 4. — n"t + g’'^— J 

Î i *',3 56204 . sin. ( n^t — n"t^ e') 1 

— o", 342623 .sin. ü.(n^t — n'’t + j 

— 01 2792. sin. 'i-CnH — 72'"^ + i'‘ — 


! 0,0000015553 ) 

—^0,000006001 2 . cos. ( 72"^+ g' — I 

+ 0,000017 i 43 I .cos. 2 . (nt — 72"^+ g' — e'Ji 
+ 0,0000027072 .cos. 3 .(nt — 7z''^-l- g' — 

+ 0,00000093 5 8 . cos. 4 . ( n't \ — nt + 1' — g^'^l 
+ o,oooooo4o86 . cos. ^.(n't — - 72 '^+ g' — g"^\ 

+ 0,0000002008.COS. 6.(^7z'^ — 7z"^ + g' ) J 

— 0,0000000478 "I 

+ 0,000000 5 487 . cos. ( n"'t TZ^'f + g'9 1 

+ 0,0000080620 . cos. 2.(n't-r^n‘'t + i '' — 

— 0,000000647 5 . cos. 3 . ( n”t— n't ’\‘%’' — I 
— 0,0000001643 . cos. 4 • g '"-T- g'9 j 

+ ri+i^‘V- 
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— 0^0000011581 

+ 0,00001 59384. cos. ( n^'t — — O 

—0,0000090986 . cos. 2 . — 7z"^ + ^ ) 

— 0,0000006550.003. 3 — ' i ") 

— 0,0000000704 . cos. 4 . ( rû ^' t — + e*’" — i *) 

— 0,0000000 5 80 

+ 0,0000010337.008. (71^ t — i") 

— 0,0000003859.003. 2. 72"^+ 

Inégalités dépendantes de la première puissance des excenti'icités. 




| o",2 342go.sin. (nt-\-t ' — 

— o", 4002 3 3 .sin. ("2/2'^ — — 

+ o'Vi‘48o83 .sin. ( 0.1% t — 7z'/ + 22" — 
— o^',52 T 547 . sin. (^nt — 7z^if+2g'^— 
— 1 1 ',3 18247 .sin. ( i 7 i’t — 2 7z'if+ 3e'^- 
-f- 3 ",661696. sin. ('in t — 2 72'^+3€"- 

— 7".23 1346. sin. (/^nt — 37z'^ + 4 î''- 
+ 2 ",229704 . sin. (in't — 3/z'/+45"- 
,+ o", 667802 .sin. ( <^nt — 47z'^+5g"- 

Ç — 3 ^^,381 490 . sin. C a 7 i't — n't-V- a 
\+ 6'^, 59771 1 .sin. (an't — — 
\ — 0^^,2697 54* sin. C^n^'t — 2/2 '7 + 34"' — 

+ f 1 + + 2 '',o 430 57. sin. (vi"*t — ant’\- 3ê"'— 

I — o'^,3 20240. sin. ( — 3/2"/ 4 - 4®^^ — 
14 - 2 ",49 108 2. sin. ( 4/^"'/— 377'V+4/^^— 
t — o", 4 i 64 o 5 .sin. (^n"'t — 4^*^^+ — 

i o", 93 23 84. sin. 

— 7^,83 9 149 «sin. ( 7z‘Y4-6‘'' — 

— 4 '>60 5 07 5 .sin. (an^H — 7^"^ + 2ê''^— 
4- 1^^,871601 .sin. (an'H — 7z"^ + 2i*'' — 
— 1 ",677049 «sin. (in'H — 2/z"^4- 3^'''— 
— 0^445 9^46. sin. (ant — 7z‘''/+2/^ — 
— o", 28902 2. sin. ( ant — 7Z*''^+2e^^ — 

+ /1 + «v ) f— 10867 .sin, 

' 1 — o", 46837 1 . sin. ( ^n't — rî't + 2 — 
Mécan. cÉii. Tome 111, 


t'— -7/; 

f • \ 

— 2 5 ^ ) 

“ 3 ^' — 

4 ! n \ 

^ TS ) 

.g J 

Il iir \ I 

6 — J i 

■ 2* — ^ ; 

• 3 *"— 

.4êW";j 


g’V ) 


1 . 

.^")y 
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f —0,000003 ü 43 9 . cos. ( 3 n"t — - 4 - 3 21' — 

4r/= f 1 -f ^ • I — 0,00000498 1 5 . cos. ( kn^t — 3 7z'^ + — 3 e ' — > 
I + 0,000001 5895 .cos. (" 4 /^"^ — 37z'^-t-46" — ) 
+ 0 0, 000001 7707. COS. — 3 Az'V+ 4 g"' — 3/^ — 

r — 0, 00000 3 o 4 10. cos. — 7Z^7+2e‘^ — e" — J 

-4- ("1 + . < -h 0,00000 12652. COS.(^ 2/2*''/ n"â + 2ê''' L 

I — ^^0,0000018101 .003. 3/2''^/ — 272"/+ 3^^'" — 

Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites. 


V'= (^i 3 "5473997 -sin. ("5/2^'/ — 3 / 27 - 4 - 5g'' — 3g'+ 23^3759; 

, ^ . ///> I 3 V 67702 .sin.r 4 ^" 7 - 2 / 2 ' 7 -f- 4 g'"- 2 g''+ 75%3 5o6j'l. 

l-^l> 8579 o.sm.r 5 /^" 7 - 3 / 2 ' 7 + 5 g'''~ 3 g''+ 76 ^o 2 l 4 ^^ 

En vertu des rapports qui existent entre les moyens mouvemens 
de Vénus , la Terre et Mars j 5/2"' — 3/2', et 4/2 ''' — 2n\ sont de 
petits coëfficiens ; en sorte que par le n®. 3 , les deux premièrevS de 
ces inégalités sont les seules de cet ordre qui doivent être sensibles. 
On a cependant calculé la troisième , parce que 3/2" — 5/2'^' n’étant 
à-peu-près que la moitié de //", il étoit utile de s’assurer que cette 
inégal ité n’acquiert par cette considération , qu’une valeur très- 
])eu sensible. 

Inégalités dépendantes du cube et des produits de ti'ois dimensions y 
des excentricités et des inclinaisons des orbites- 

S'v' — ( I +//^.o",2 1 5787 .sin. (ni — 4 n^t 2i®,i 522^. 

Inégalités périodiques du mouvement de la terre en latitude. 

On a trouvé par les formules du n'\ 5 i du second livre , 

. „ / 4. ') [o'^53o6ii2.sin. é 2 /i 7 — nt+tié' — g' — S'J | 

^ (o", 7 23 0 12. sin. — 3227-4- 4 g'' — 3/ — û')) 

+ ( I 0^,5083 43 «sin. C 2n"^t — nt+2i '^ — é — fl'V* 
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Inégalités de la Terre , dépendantes de V action de la Lune. 

3o. Si r on nomme Z71a longitude de la lune vue du contre de 
la terre; et la longitude de la terre vue du centre du soJeil : 
si Ton nomme encore R le rayon vecteur de la lune, et r' ^ colfu 
de la terre ; enliii , si Tou désigne par m et M les masses de la lune 
et de la terre , et par s la latitude de la lune ; on a vu dans le clui- 
pitre TV, que l’inégalité du mouvement de la terre en longitude , 
produite par l’action de la lune , est 

L’inégalité du rayon vecteur de la terre , est 

et l’inégalité du mouvement de la terre en latitude , est 

m R 

Il faut, pour plus d’exactitude, substituer dans 

les expressions de ces trois inégalités.. 

Nous supposerons , conformément aux phénomènes des marées 
( livre IV, n'’* 31 et 3 5 ) , 

m 3. S 

^{ — TT > 

S étant la masse du soleil. Or on a par la théorie des forces centrales, 


M+ m 


n 


/ > 


r"3 




R3 ' ' T 

nd étant le moyen mouvement de la lune ; on a donc, 


m 


371"» 


M + m 7î^* 
n" 
n. 


Suivant les observations , — = 0,0748013 ; ce qui donne 


m 


M+m , 9,6 * 

m 1 


M 58,6 


O 7 


et par conséquent , 
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Nous supposerons ensuite la parallaxe horizontale du soleil , égale 
à 27''2j et la parallaxe moyenne horizontale de la lune égale à 
ao 66 i" J cloLi Ton tire, 

57,2 

r" 10661 ^ 

et conséquemment , 

— 27",2 524.sin. ( 1/ — p'J 
(^r~ — 0,000042808. cos. — eV- 

En prenant ensuite pour s la plus grande inégalité de la lune en 
latitude 5 que nous supposerons égale k 5723 i''.siu. éî7 — U — 3 
étant la distance de la lune à son nœud ascendant 5 ou aura 

— 2;4499.sin.fZ/— 8; 

pour l’inégalité du mouYcment de la terre en latitude : il faut 
l’ajouter a la valeur précédente de \ pour avoir la valeur entière 
de cTa . Cette valeur bnlière, prise avec uii signe contraire , donne 
les inégalités du mouvement apparent du soleil en latitude. Elle 
iiilluc sur Tobliquité de récliptique , conclue de l’observalioii des 
liauteurs du soleil vers les solstices : elle indue encore sur le 
moment de l’équhioKc, conclu des observations du soleil vers les 
équinoxes , et sur rasccnsion droite, et la déclinaison des étoiles, 
déteinihiées par leur comparaison avec le soleil. Vu la précision 
dos observations modernes, il est nécessaire d’y avoir égard. Il est 
iacile de voir que la déclinaison apparente du soleil en est aug- 
mentée de la quantité 

^ cos. cie l’écliptique^ 

C 05 . ( déclinaison du soleil ) ^ 

et que son ascension droite apparente en est augmentée de la 
quantité 

.sin. ("obliquité de l’érliptiqnej.cos. ("ascension droite du soleil^ 
cos. ("déclinaison du soleil ) ^ 

il faut donc diminuer de ces cpiantilés, les de cl ina isons et les ascen- 
sions droites observées du soleil, pour avoir celles qu’on obscr- 
veroit, si la terre ne quittoit point le plan de l’écliptique. 
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Des variations séculaires de Vorhe terrestre , de V équateur et de la 

longueur de Vannée. 

5 1 • Nous avons donné dans le n^. 26 , les variations sécninires 
des élémcns de l’orbe terrestre j mais l’inllaence de ces varialions 
sur les pliénomènes Jes plus importans de rasLronoinie, nous en- 
gage à les déterminer avec plus de précision, en ayant égaixl au 
carré du temps, t exprimant un nombre qucIcoiKj[uc d’années 
juliennes écoulées depuis 1750, on a trouvé, par la Jiiéthode du 
II'’. 56 du second livre, et en adoptant les Audeurs des masses des 
planètes données dans le n'’. 21 , le coélFiciciit de l’équation du 
centre de l’orbite terrestre égal à 

2 E — ^.o",579i 30 — if\o", 0000207446 ; 

pE étant ce coéllicicnt au comniencement de 1750, où t est nul. On 
a trouvé pareüleinent la longitude sydéralc du périhélie de l’orbe 
tenestre , égale à 

- 7 :r''*pjF. 36 '; 88 i 443 + ^^o'>ô 02454382 . 

En/in, les valeurs de p' et de (f pour un temps quelconque / , ont 
été trouvées respectivement égales à 

/. o", 236793 ; 

— 1", 5 46 1*56 + .o",oooo2o8-i 53. 

Nous avons présenté dans les n'’^ 6 et 7 du clntjnièmc livre, Icis 
formules de la précession des équinoxes, et de l’inclinaison de 
l’équateur, soit à une écliptique fixe, soit à récliplique Auaie ; 
mais ces formules supposent que la valeur de p (\st sous la l'orme 
s.c-sin. (gt + C) , et que y" est sous la forme s.e.cos. (gt-^C), Qu 
a vu dans le 11/’. <59 du second livre, que les expressions Jinics de 
p" et de q” se présentent sOiis ces formes, et l’on peut déterminer, 
par la méthode exposée dans le n'’. 56 du meme livre , les valeurs 
de c, g, ^5 &c. ; mais cela suppose les masses des planètes exac- 
tement connues ^ et l’on a vu l’incertitude qui existe encore à cet 
égard. Ainsi, au lieu de faire le calcul pénible que cette méthode 
exige, il est préférable de le simplifier, en n’étendant les lésül- 
tats qu’à mille ou douze cents ans avant et apres l’époque de 1750; 
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ce qui suffit aux besoins de rastronomie. On pourra facilement 
recommencer ces calculs , a mesure que le développement des 
vai'iations séculaires fera mieux connoître les masses des planètes. 
Donnons aux valeurs de p" et de g" les formes suivantes comprises 
dans celles-ci, i:.c»sLX],(gt+C) ^ ^.c.cos.(gt+C) ^ 

e.sin. C — e.co 3 .C,sin.g-< — c.sin. ^.sin. i 
c.cos. C — e.cos. C. cos, gt — e.sin. ^.cos. 



w étant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité. Si Ton 
développe ces deux fondions par rapport aux puissances du 
temps on aura, en les comparant aux séries précédentes , 

cg:.cos.é’ = — o", 236793 ; eg .sin. ^ i", 546 i 56 ; 

cg^.cos. o",oooo4i65o 6 3 cg®.sin. C z= o",oooi33055o ; 

d’où il est facile de conclure , 


g = — Ji i", 978 ; g'= — 54"7845 ; 

c-sin.C— i’jQ6'j",o ; c.cos. ë'= i346",2i. 


Maintenant , on a vu dans le n”. 6 du cinquième livre , que la pré- 
cession 4 équinoxes par rapport <à l’écliptique fixe de 1750 , 
est, en ne considérant que les variations séculaires, 


— i^.tang. A+cot.A|. j.sin. r/f+é’;. 


Pour avoir ^.c.sin.Cft+O } ü faut, parle n°. 5 du même livre, 
augmenter dans 2. c.sin.égf + ^j, l’angle de It, ce qui donne 

j'= g\l } on aura ainsi , 

ï.c.sin. (ft+S) — c.ûn..(lt-\-C) — c.cos.ff.sin.('gf 4 -/i^ 

— c.sin.^.sin. 



par conséquent, 

4 = /<+^+c.cot.A.sin.('/f+0 — j^.c.co3.f.|cot.A— j-^.tang.A|.sin.('g/+/f^ 

•— j^.c.sin.C.|cüt.A — ^~.laDg.A|.sin.('g4+/f+-|. 
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En nommant ensuite l’inclinaison de l’équateur à l’cçliptique 
fixe de 1750, on aura par le n®. 6 du cinquième livre , 


' F'=h — 'S.. J. cos. (ft+e). 

Pour avoir X.c.cos.(ft+G), il faut, par le n°. 5 du même livre , 
augmenter dans r.c.cos. + , l’angle de It} on aura 

ainsi , 

j^.c.cos.(ft-\-C) = c.cos. (lt.^C) — c.cos. S. cos. (gt-^lt) 

— c-sin.?. co3.^ÿ'f+/^+-^ J 

Parlant , 

■= h — c.cos. — — .c.cos. cos. (gt.\-lt) 

gT^ 

q — T^.c.sin. f.cos. \g't-\- /#+-\ 
g+^ \ V 

•V exprimant la précession des équinoxes par l'apport à l’éclip- 
tique vraie, et y' étant l’inclinaison de l’équatcur à cette éclip- 
tique J on trouvera par le n”. 7 du cinquième livre, 


4.'= /;q./q-.-A_.c.cos.^. (cot. Aq-T-^.tang. h\ .s\n.(gt.\rlt) 

^+g (. ^t-g J 


+ 7^ • c . sin. é”. [cot./i-hT— ,.tang./i|.sin.fef+/i-l- : 

^+g ( J \ 

J 

^ c. cos. C. cos. (gl-\-lt) ^ 


y'=h- 


^+g 


^+g' 


.c.sin.f.cos. 


L’expression de 4 donne 


d 4 ' 

dt 


( I ) 

: /+C£f.COS. cot. A + r . tailg. A [ . COS. (gt+lt) 

l ^+g J 

-H cg . sin. C. |cot. h + 2^,. tang. a| . cos. ^'t + 


é/ 4 ' 

En retranchant de celte valeur de —, lorsque ^ est nul , sa valeur 

à une autre époque 5 la différence réduite en temps , en raison de 
la circonférence pour une année tropique, donnera raccroisscinent 
de rannée tropique depuis 1750. On voit par cette forniule, et par 
la différentiation de l’expression générale de 4^ donnée dans le n^. 7 
ducinquième livre, que l’action du soleil et delà lune change consi - 
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clérablement la loi de la variation de la longueur de Vannée. Dans 
les hypotheges les plus vraisemblables sur les masses des planètes, 
l’étendue entière de cette variation, ainsi que Vélendue entière de 
la variation de l’obliquité de récliptique à l’équateur , sont réduites 
à-peu-près au quart de la valeur qu’elles auroient sans cette 
action. 

Suivant les observations , on a en 1750, i niais 

par ce qui précède , on a à cette époque, 

l 

■ 

en a donc 


r 

= l+cg. cos. ^.]cot. A- 




f ^ 1 

l+cg. cos, C. Jcot. 7 i+-—. tang. A > = 154^63 ; 

I ^ J 

équation dans laquelle on peut, en négligeant le carré de c, svibs- 
tituer pour/i, l’obliquilé de l’écliptique à l’équateur en 1750. Celte 
obliquité, suivant les observations, étoit alors égale à 3 

d’où l’on lire 

7= 15 5", 542. 

On a ensuite , en 1750, 


ce qui donne 


/^'=7»— - 2 -.C.COS. 
7 +g 


h — 26“, 0796 — 3460", 3. 
Au moyen de ces valeurs , on trouve 


4 5",542 + 2'’,()28834- 42 i i 8",3 .sin. (' 7 . 1 5 5 ^ 542 + 95°, 23 89^ 

— 7 128g", 2. cos. — 16521", 1 43", 564^ ; 

/^= 26’, 0796 — 3460", 3 — 18017", 4. cos. (^- ï 55^^542 + 95%2389^ 
+ 4806 ', 5 .cos. 43", 564^ — 27736", 3 .sin.('^. 100", 757 

4' = 7 . r 55 ", 542 + 2®,9a883 — 29288",3 .cos. (t. ioo",757 ) 

' — 1 î î 74", 2 . sin. (f 7 . 43 5 64 ; ; 

26“,o7 96 — 3 46 o ",3 . { 1 — cos. (^7 . 43 ", 5 64 ; } 

— 9769^2. sin. (^ 7 . ioo",757;. 


On pourra , par ces expressions , déterminer la précession des 
équiuoxes^et l’bbliquilé de l’écliptique , dans l’intervalle de mille 
«U douze cents ans avant et après l’époque de 1750 , en observant 

de 



SECONDE PARTIE, LIVRE VL 
i 3 e faire / négatif pour les îtcinps antérieurs à celte époque ; on 
pourra ïnême les étendre aux observations d’Hypparque , tu leur 
imperfection^ 

La valeur précédente de 4 ' donne pour l’accroissement de l’année 
tropique, à partir de 1750 , 

— o’°'^",oooo 83 56g. {i — cos. 

— o’®"”500o 42 327 .sin. f 1 . 100", 757^ ;* 

d’où il suit qu’au temps d’Hypparque, ou cent vingt -huit ans 
avant l’ère chrétienne , l’année tropique étoit de 1 2^,3 26 pluslon- 
guc qu’en 1750 5 l’obliquité de l’écliptique étoit plus grande alors 
de 283 2", 27. 

Une époque astronomique remarquable , est celle où le grand 
axe de l’oxbe terrestre coïncidoit avec la ligne des équinoxes ; car 
alors l’équinoxe vrai et l’équinoxe moyen étoient réunis. Je trouve 
parles formules précédentes, que ce phénomène a eu lieu vers 
l’an 4 oo 4 avant l’ère chrétienne , époque où la plupart de nos 
chronologistes placent la création du monde , et qui , sous ce point 
de vue, peut être considérée comme une époque astronomique. 
En effet , on a pour ce temps , t = — 575^5 et l’expression précé- 
dente de 4' donne , 

4' = — 87^,8530 ^ 

c’est la longitude de l’équinoxe fixe de 1750, par rapport à réqui- 
noxe d’alors. L’expression précédente de donne pour la longi- 
tude du périgée de l’orbe terrestre, ou de l’apogée solaire, comp- 
tée de l’équinoxe fixe de 1750, 

— 8g%i700. 

Celte longitude par rapport à l’équinoxe de l’année 4 oo 4 avant 
l’ère chrétienne , étoit donc, i°,3i70 5 d’où il suit que l’instant où 
la longitude de l’apogée solaire, comptée de l’équinoxe mobile, 
étoit nulle, précède d’environ soixante-neuf ans l’époque où l’on 
fixe la création du monde. Cette différence paroi Ira bien petite, si 
l’on considère l’inexactitude des expressions précédentes de 4^ et de 
lorsqu’on les rapporte à un temps aussi éloigné , et l’incertitude 
qui subsiste encore, soit relativement au mouvement des équi- 
noxes, soit à l’égard des valeurs que nous supposons aux masses 
des planètes. 

Mécan. ci^L. Tome IIL P 
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Une autre époque astronomique remarquable, eàt celle où le 
grand axe de l’orbe terrestre étoit perpendiculaire à la ligne des 
équinoxes ; car alors le solstice vrai et le solstice moyen étoieiit 
réunis. Cette seconde époque est beaucoup plus rapprochée de 
nous , et remonte à-peu-près à l’année 1250. Si l’on suppose , en 
effet , t — — les formules précédentes donnent lOo^^oiBgpour 

la longitude de Tapogée solaire, comptée de l’équinoxe mobile; 
ainsi, l’inslant où cette longitude étoit de 100% répond à fort peu- 
près au commencement de 1749. L’incertitude des élémeiis du 
calcul en laisse une, au moins d’une année , sur ce résultat. 
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CHAPITRE XI. 

Théorie de Mars. 

32 . On a par le n®. 29 , dans le cas du maximum de S'f^" , 

y" ^ 

et étant égal à Si Fon ne fuit varier que dans a, on aura 

y'f'a 

cTr"' = — — . (^1 — et*;. 

En prenant par r" et les moyennes distances de la Terre et de 
Mars au Soleil , et supposant = rfc i" ; on aura 

S'r" = =F O5O00002076 ; 

on peut donc négliger les inégalités du rayon vecteur r'\ dont les 
coéfïiciens sont au-dessous de ±0,000002. Nous négligerons les 
inégalités du mouvement de Mars en longitude, au-dessous d’uii 
quart de seconde. 

Inégalités de Mars , indépendantes des excentricités. 

o'' 5()44302 . sin. (nt — 7i'"i + g' — t"') 
o" 5076897 .sill. — 11" t 4. é — é’' ) 

o"', 01 543 1 .sin. 3 . (nt — n^'t + ê' — t') 
o", 004^22 .sin. 4 . (nt — » n‘'t é — ) 

21", 570470. sin. (n't^irt + e "— \ 
2", 989780. sin. 2,(n't — n'^t + «" — ^ 

O ',56^85 2 . sin. 3 . (n't — 4- é' — Vl 

o", 17 9760. sin.. t^.(n'*t — n"t + g" — 
o",07 I 294. sin. 5 . ( n't — n"t 4- g" — g"'jl 
o",o3i909.sin. 6>(n"t — n"t + g" — d" A 
o",oi 5408. sin, 7 •(n't — n"t 4- g" — é")) 

P 2 
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MECANIQUE CELESTE, 

1 75", 43 4700 . sin. ('«”/ — n "' t + — e"'J "J 

— 4 1 ",969 3 3 O . sin. 2 . n"/ — + *” — 

— 3", 642865 .sin. 3 .('«■"f — ra"< + — 

— o",53 3236.sin. 4 . ( n"t — n"'i + e”— *'">( 

— o", 102363 .sin. '^.( n”t — + t’' — 

— o",o 4 1427 .sin. 6.('«"'< — + «" — 

C 4",i4739o.sin. n ' t — «"'# + *’ — i ") "j 

4-/"i4-uM )— »", 36934 ^ 5 -si«- - i-C — 

-1- ( 1 -1- M y . , 260 . sin. n't — n"'t + e' — h 

l — o",oo5 799 . sin. lit . ( n't — rC't + e' — î " ^ j 


(Tl + 


0,000001 6 io 4 

) + 0,0000021947 . 003 . 
1 + 0,0000001972 .COS. 
[ + 0,00000004 18. COS. 


0,0000023860 
- 0 , 0000187564 . 003 . 
1 + 0,0000052387 .COS. 
+ ( 1 -h 0,000001 1969. cos. 

- o,oooooo 4 1 6g . cos . 

[ + 0 , 000000 1733. COS. 
L + 0,0000000796 . cos. 


( n’t — n "' t -{- i '—^"') 

2. (n't—n"'t-i-(—e"'H 

3. 

n "'< +«"—6 

2.(n"t—n'''t + e"—t"'Jl 

j.(^"i—n'"t + t"—fV} 

4 . (n‘'t—n"t+‘''—i"'A 
<!.(n"t—n"'t + f"—i"')] 

6 .( n ‘' t — n "' t + i "— e ‘'' J . 


+ ('i+/x'>;. 


' — 0,0000066 1 74 
+0,0000784371 .cos. 
— 0,00006794 3 6 . cos. 
— 0,0000069 3 go . cos. 
I — 0,00000 10930. cos. 

-o,oooooo20o4 . cos. 
— 0,00000005 20 . cos. 


( n " t — n '" t - i - 

2 .(, i '' l — n '" t + s"—("'JI 

j .( n " t — n '" t + i '*— i"'À 

i.(n"t—n'''t+t-'—e"'n 

5 . ( n " t — n " t + t "— t" A 

6 .( n " t — n '" t + i ‘'—("' J , 


— 0,000000 3173 j 

+ 0,0000047062.003. ( n ' t — n " t +('-^ i"'J I 
. X . . x —*0,0000023275 .cos. 2. ('/iV — n "' t + i ' — e "' j [ 
I —0,000000 1399. cos. 3 . ( n't — n"t + ( ' — i '" ) 1 
— ^0,0000000 125. cos. ik .( n ' t — n "'t + — i "'n 
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Inégalités dépendantes de la première puissance des excentricités. 




sin. ( ‘in"'t — n't-i-^é " — *'• 
sin. (an"t—nt+ii*'”—é- 


^') i 




^ 2", 1563 25. sin. {'«"f + ê" — 'a") 

l — o",4ï5ii5 .sin.('2/2"i — «'"f+26" 


1+ 15", 81 1020. sin. 2«"'< — 7 î'V4-2 i" — i". 
)-\ — 20", 1 1 1960. sin. in"'t — 2/i"i+3*'" — ié'- 
-f 2", 61 ii22.sin.(' 3ra"'f — 2»'7+3«"' — 2t" 
1+ 2",09 i8i 5 .sin.(' in"'t — 3 »"/+ 4 e''" — 3e"- 
I — o", 2443 o 6 .sin.(' 4 «" 7 — 3 «"/+ 46 '" — y" 
o",37oi4i .sin.f — 4n"i+5e'" — 48 "- 


-V"; 

" "s! 

-'sr 

-^"ô> 

";i 




m ^ 

//' 

. 

m 

fif^ 

11 / 


+ (l 


f i 6",945362 .sin. + 

—1 6", ^ 648 } O . sin. 

— 72"5692383 .sin. ( zrû^t — 72 " 7 -t- 25 ‘^ — g 
+ 8", 003 396. sin, ( 2n^^t — — e 
+ 7", 088 590 . sin.('3 ra""/ — ê*'' — 22 
’ — 1 1 "50 1 5 o 46 . sin.(" 3/2*V — 2 72 " 7+3 — 2s 

0^,67947 1 .sin. ("472*^/ — 3/2"7+4«*'' — 32 
I — 1 ",o 8 8 3 9 5 . si n . f 4/2’'^ / — 3 n't + 4 — 32 

— 8"58 5 3 86 2 . sin . fa n''t — + 2 e — g* 

— o^'563123 3 •^\x\.( 2 n ''t — — 2* 

+ 5"57 19628. sin. (f ‘^n^t — 27 x*''/+ 3 g'" — 2s 

\+ O*' fil I 530. sin. in'^t — — 32 *'^ — ) 

o"54436g7 .sin. 

l — 2'\i 5 1005 .sin. — 'ur"' ) 

) — 5"55496oi .sin. (o-ri^t — — 2'" — 

j+o'', 4079 5 2. sin. (" 272 '"^ 72"7 + 22^ s'" ’ 

0^,309401 .sin. 

-o", 48 3901. sin. ( 2n''t — ri^t + 22'" — e '" — 1 


m!" ^ 

-■sr J 

-sr J 
-ut"' ) 

-sr»; 

H/ \ 

- fm J 

• 'zsr^'' J 

' \ 
y 


f 0,0000044700. C0S.('2«'"< «7+21'" i' 

^ — 0,000000971 3 .COS.(' 2 «"'f — « 7 - 1 - 26 '''— { 
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— 05000005286) 
+ 0,0000086337 
— 0,000003 126c) 
+ — 0,0000200331 

+ 0,0000025454 
+ 0,0000050863 
+ 0,000004023g 

^ 0,0000035825 

— 0,0000107986 
+ 0,0000031431 
— 0,0000599470 
+ 0,000006989? 
+ 0 ,00001143 52 
— 0,0000169741 
— 0,0000020307 
+ 0,0000087307 
— 0,0000063983 




VE CELESTE, 

, COS. (ri'' ) 

COS. ('in"t — n't + 2 s'" 
’COS. ('2n''t 7z"/+ 2.i'‘ 

.cos. (pi'''t~9.7l't+y"' 
.cos. ( In^'t — 2;z"^+3s"' 
cos. — 3 72''/ + 45' ' 

.COS, (^ kn " t — 372"^+ 4/''- 

cos. 

.COS. ("72‘V-1-S‘^ 'ït"'; 

.cos. 

cos. ( 2 n'^’t 71 ' t + 2 £’^ 

COS. (2n'H — 71 't + 2 s*" 

.cos. ( 272 '"^+ 2 £"'- 

. COS. (^3 n'^t — zn'"t + 3 
. cos. ( ^71^'^ t — 3 n't-\- 4ê*’ 

. COS. ( 2 n'^t Tl'^'t +2 2 ^ 

.COS. (in"i — 272 *^+ 35 " 


ê" 

' 'i 

— -77 J 

— î' 


2 g' 

f Ht \ 

— .73- ) 

1 

22' 

' 'W" / 

—y.' 

iît"'; 

— y' 

' 'TSr" ) 


— 2ê 

— 2£ — 

2ê" 


m \ 

r . ) 

iif \ 

'70 J 

fH 

^ f ) 


( 1 >0.^0000061206. COS, ( 2 7l^t 72'"/ + 22'' î" 


Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons des oi ' bites , 

+^'9.2i'', 295 121 .sin. ( I 7 l"t 72'^+32'^' — 2'+ 72'‘,7o83 ^ 

I 4'', 3 6 5 84o . siii . (^ 3 rL"t~n't-\- 3 s'" — s '' + 81°, 3318^! 

— ( 1 +/^Vm 4 - i 3 '', 4 go 44 i .sin.(' 472 "'/- 272 ''/ + 42 '''~ 2 s" + 75*,35i8^ > 
( + 8',? 28086 . sin.(^ <^ 7 Î ‘' t - in"i + 5 2'^'- 3 s " + 7 5 ^98 r 4 ^ j 

(— i'; 428330 ,sin. ( 1 l'H + n"t + ^^^ + 59>33 3 >)] 

+ r — 4 ", 4 î 7 i 66 .sin. ( 2/i’''2 + 2e’'' + 66®,796gJ > 

(+ 3 ",998 17 4. sin. — 7/'"« + £‘^ — + 60°, 7691 )] 

La dernière de ces inégalités peut être réunie à l’inégalité indéjien- 
dan te des excentricités 

él + • 7 5^,43 4700 . sin. c t + g'""— 3 

leur somme donne l’inégalité 

C 1 +/^'V* 77^813921 •sin. (n'^t — 72'"^+g‘'^^ — g'*'+2°,6702j. 
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//''= — ( 1 • 0,0000023 46 1 . cos.(' yi"t — m'«+ 3«"' — e'+y i°,9go4^ 

[ 0,0000030403 .cos.('3K + 3 ‘ «“+ 8o",87o4^| 

+ 0 +/^"J 'S + 0,0000070248. cos.('4H"'t-a;i"/!+4ê"'-24"-65“,4o42j|" 

— 0,0000073032.003/ *-3* +76'’o64ij) 

f 0, 000008000a. cos. ('2M''f+2e”" + 66%9973^ | 

+('1+^ )• ^0^000004 1 488. cos. ('n"'<-rt"/+«'''-«’” + 63°,72i4^J 

La dernière de ces inégalités peut être réunie à l’inégalité indépen- 
dante des excentricités 

.pji*'''J.o,oooo78i37 I .cos. (n'^i — n f-j-e"' — s" ) 3 
leur somme donne l’inégalité 

( I -i- 1/."') . 0,0000806 *3 2 . cos. (n"'t — i "' — t" + 2'’,8 133^. 

Les inégalités du mouvement de Mars en latitude , sont très-peu 
sensibles. Eu désignant par rf'', la longitude du nœud ascendant de 
l’orbite de Jupiter sur celle de Mars, ou trouve 


^ f o",2qi3 39. sin. ('«"* + e"" — 1 
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CHAPITRE XII. 

Théorie de Jupiter. 

53 . L ’attr ACTION réciproque des planètes entre elles et sur le 
soleil, est principalement sensible dans la théorie de Jupiter et do 
Saturne, et nous allons en voir naître les plus grandes inégalités du 
système planétaire. L’équation 

s'r"' = — C-ri— 

r 

trouvée dans le n°. précédent, relativement à Mars, devient pour 
Jupiter, 

Si l’on prend pour r et les moyennes distances de la Terre et 
de Jupiter au Soleil ; et si l’on suppose z±z i", on aura 

cTr"" = =p o,oooo 4 of )22 J ; 

on peut ainsi négliger les inégalités de au-dessous de o,oooo4 i . 
Nous négligerons les inégalités du mouvement de Jupiter en lon- 
gitude et en latitude , au-dessous d’un quart de seconde. 

Inégalités de Jupiter indépendantes des excentricités. 

o",^rj 2 Qii.sïn. — + 'i 

( — O “,000266 . sin. 2 .(n't — n'^t + î" — t'’’ ) J 

^ 25 5', 59 1700. sin. (' n^t — + 

— 630", 883 870. sin. — ji'^t -H e"" — • 

— 5 2^,6900 13 ,sin. ^ n^t — g"" — i"') 

— 1 2", 11829g. sin. 4 • n^t — — é"") 

+ Ci+I^''). A — y", 73 3 3 7 • sin . ’)-(n''t — irt + i’ — t"^) 

j — i",3 22283 -sin. 6. ( n'' t — n"'t + s'" — î"') 

I — o", 527541 . sin. J ■(n''t — H"'t f — t"') 

1 — o'',2 3 48 3 3 . sin, 8 . — 7 i"'t + — t'O 

V — o", 1 2y 3 8 5 . sin. g.(n^t — — t"')^ 
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f 3",246ioi2.sin. z.(n’'t — 
j — 1 88i 5 .sin. 2 .(n"t — «“<+ 1 " — t"')i 
) — o",x 3606 5 . sin. 3 . ('«''7 — n"'t + e’ — ’ 

( — o",o 1 8447 . sin. 4 . ('«''7 — n‘'t+t" — ^" )\ 


Si*^z=z 


-0,0000620^86 

-{-0,0006768760. cos. (ti't — — i" ) 

I — 0,0028966200.008. 2 n^t — — e'^jJ 

-0,0003021367.003. — e''j| 

J — 0,0000782514.003. lk.(n''t — 
j — 0,0000258952.003. — t"')l 

-0,0000094779.003. Ç).(n'’t — — 1"')\ 
I — 0,00000 3 7560. cos. q — n"'t+i'' — ê" j I 

-0,00000 14781. 003, 8 . (ti't — li^t^ t ' — i"') ! 
l, — 0,0000004799.003. ^•(n’t — 


Inégalités dépendantes de la première puissance des excentricités. 


Plusieurs de ces inégalités étant considérables, il importe d’avoir 
les variations de leurs coéfficiens : nous allons donner celles des 
coëlllciens qui surpassent cent secondes dans rex2)iession de J'v”. 
Les coënicicns des inégalités dépendantes de 'a"', ont e'' 2)our multi- 
plicateur; en nommant donc l’im de ces coëlliciens , sa varia- 


S'e"' 


lion sera — ; et l’on verra dans la suite, qu’en ayant égard 


aux quaiilités déjiendantes du carré de la force jicrturbalrice , et 
dont nous avons donné les expressions analytiques dans le n®. 13 , 
on a 

S'e"'= 1 ",016936. 

Pareillement, les coélficiens des inégalités dépendantes de 
ont c'' pour inultijilicateur ; en nommant donc Be'' l’un de ee'^ 

col'friciens , sa variation sera Be'^ » — , et Ton verra dans la suite, 
que 

Cela posé , on trouve 

JMécam. ckl. Tome ITT. 


O 
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26", 569412. sin. ( n''t+t '' — 

— 29”, 9 1 477o.siii. 

— ('427",o78eon- 1 . o",oi 4 1 929) . sm.(2n't-n”t+ 

+ (i 74", 796601 — o“, 0096906 ) . sin.('a«''f-n‘^f + 2€''— 

— 6 1 3 7", 2 247 60 + f . o",oo 4 5 60 3 3 . s iti. f 3 «"f- a n" < + 3 e’- 2 s' 

+ 6262", 168424 — f. o", 014535 r ;.sin.("37zV-2«''^<-f.3ê’'-2ê’'-a-''3 
-1- 24",46o84o.siii. + — 36"" — 

—48", 239570. sin. (^nTt — — 3£''' — zr'') 

+ 3", 233695. sin. (" — 4«"^^+5 s'' — 45"' — VQ 

— 8", 585382.3111. ( ^n''t — 4 n"t 4 - — 

’ + 1", 256948. sin. (Bn'^t — yi'H + Gs'' — 5£‘'' — zz"') 

— 2",8i 8833 .sin. (Gn''t — 571"^/+ ee' — 5 è''' — zz'') 

+ o", 46073 1 . sin. ( qrft — — 6 t "' — VQ 

— 3",oo4gi3 .sin. ( 7 ”''^ — 6ra"/+7e'' — G é''^ — zz'') 

— 16", 074450. sin. ( 2n"'l — n't + as’'" — s'" — zz"') 

— 1", 758450. sin. (sn^'t — n''t + as’" — s" — zz'' ) 

+ 3 9", 742746. sin. ( ^rCL — 2rrt+1^"' — as"' — a-'''3 

— i", 087650. sin. ('371"'# — 271”^ + JS"" — as’" — *- ) 

+ 3 "?9 7 5 709 • sin. ( in"'t — 377'"^+4s'’" — 

— ^"1 533617- sin. ( — 3 /7V+ Is"" — 3 s'' — zz'') 

+ i", 100702. sin. ( — 4«''f+5£''" — 4s'" — zz"') 

— o", 256755 .sin. ("572 'V — 47î'"/+5s''" — 4ê'' — zz') 
o",38i igi.sin. (n"i + e''' — zz<z) 


-h(i +yy) 


{ " ’ 

-o", 

— 1".' 


,726050. sin. ( n'’'t+ s’"’ — zz''') 


\ — i ,645307. sin. ('iif't — 77""i-i- as'"' — s 
I +0", 3 16891 .sin. 6277'"'/ — n'^t+Qt' 

V — o", 394947 .sin. (lr£’'t — 277 ’'’f-t- 3 s 


— ’v; L 

— as"" — zz'")) 


J 


^ 0,00002061 1 r .cos. ('/2"’/+ 8"" — zz ' y ) \ 

— 0,0000795246.003.6/2’^/+ s'" — zz ' y ) j 

+ 0,0000492096. cos. 672'"/-1- s’" zry ) I 

0,0002922130.003.6 272 '"/ r7”/-+-2s'" f ' y — zz "') I 

+ 0,0001688085 .cos. 6272’/ /2""/-l-2s’' S’^ zzy ) I 

0,0004584483 .COS.6 377'"/ 277 "'/+ 3 s'" 2S"" a-""^J 

J ' r "’ =^61+ ) • / + 0,0009047822 . cos. 6 3 77 '' / — 277 ""/ + 3 s’" — as” — 

j + 0,000 1259429. cos. 64/7'"/ 3 77""/ + 4 s^ — 3 s"" zz "' )( 

I 0,0 00 2 4 2 i 4 1 3 . cos. 64/7'' / — 3 77""/ + 4 s'" — 3 s"" a” ) 

1 + 0,0000268383 .cos. 65/7''/ — 477 '’"/ 4 - 5s'" 48 ”" zz "') 

I — 0,00005 160 48 . cos. 6577'/ — 477""/+ 5s'" — 4 i ' y — ^ y ) 

I +0,0000579151.008.6277’'/ 77 '"/+ 2 e’'' s'" zz "') 

V— 0,0001346530. cos.6377’’7 — 277'"/+ JS"" — as’ — zz ' y ) J 
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Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités 

et des inclinaisons. 


! 3", 097780. sin. + + '' 

— 17", 2 1823 2. sin. 17”, 71 1 1 ) 

+ 3 6", 18 5942 .sin. (^Wt — — «”'4- 88", 51 48 ) 

— 5 5 ",787g 1 2 . sin. (/{tc't — 4- — ae'' — S] ",5 (i 3 5^ 

I i' " / c U \ • /Vén — «u''f 4 - 3 i‘'' — ijê’’ \V 

4 -r 5 ^^ , 4 .î 6 oi-..o 0.3=02;. 

+ 5^^083765 .sîn. + — 4'*'' — 1 

+ 7'^64322i .sin. (iC'l — — 2''' + 48'’50 9 29^ j 

— I g"j4o73 99 >sin.( 2n^t — t + 10) J 

Ces deux dernières inégalités réunies aux deux suivantes , 

ri+u-) i (n^t — n"'t+^''— i'^) | 

1 — 630^5883 870. sin. 2 .( id — iV'^t + 

que nous avons trouvées jirécédeniracnt , et qui sont inclépcn- 
dantes des excentricités ^ donnent celles-ci, 

, V ) f — 26 i",2oo 420. sin. ( — it^t^ g‘^ — g^ — l 

^ i + 645",364888.siu.(^2ii‘^r — 2/i"'^ + 2£‘'' — j’ 

On a ensuite , 

i 0, 000082241 5 .cos. ( 271 ^ t+ 2 i^+ 12-’52392 ) 

+ 0,0000226252 cos. (yi^t — 7i*^t+ 32"^ — — 24°, 2093^ 

— 0,0001010533 .cos. ( 4 n^t — 2g*'^ 56^,7419^ 

- . , ^3 77 ' 3 4 " 3 s ê'" 

— (0,002in4'î02-f.0,0000000<323;.cos.( ’ 

\+6i ,77^9 + ^.155 ;60 

— 0,0000652204.003. ( 211^1— 2n"^t-4-2i^ — g*^ + 6 o%i 64 i ) 

En réunissant la dernière de ces inégalités à la suivante , 

( 1 +''tV* 0,0028966200. cos. zClî't — g'V, 

qne nous avons trouvée précédemment, et qui est indépendante 
des excentricités ; on a celle-ci , 

— C 1 +/^''+ 0,00292 5 1892 .cos. — 2 n 7 t + 2 t "^ — 2 g^ — i°,i 506J. 

Les inégalité.s précédentes de ont été calculées par les for-- 

O 1 
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«.ules (^), CC), (Æ;; et (i^) des i et . , à rexcepüon de 
l’inégaJité tlépendanle de l’angîe 3»'"/ — .• 5^— a» élan un 

coefficient très - polit en vertu du rapport qui existe entre les 
moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne, l’angle — ^7i'’e 

diffère très- peu de rrt,- on a donc fait usage, pour calculer cette 
inégalité, des formules (B) et ( C) du n» 1 , et de la inélhode du 
11 " iS. 

Inégalités dépendantes du cube et des produits de trois et de cinq 
dimensions , des excentricités et des inclinaisons des orbites , 
ainsi que du carré de la force perturbatrice. 

La grande inégalité de Jupiter a été calculée par les formules 
des U” 7, 8, 9, 13, i 4 , ij, 18 et 17. On a trouvé par le n” 8 , 

O''. J/W = — 7, 343 g 1 00. m’'; 

Q, 607 4688. m'' ; 

(a):™ — 5,8070730. 

1,1620283.//»''; 

— 0,6385781 ./ra’'; 

0,3320740.//»''. 

Dc-là on a conclu jioiir 1730, 

a7.P— 0,0001093036; 

a"'.P '= — 0,0010230972. 

On a déterminé ces valeurs pour 2250, et pour 2750. Pour cola, il 
acté nécessaire do déterminer les valeurs de e"', e'', 77"'^ «r'', 9, et n, 
l'ii séries ordonnées par rapport aux puissances du temps , en jior- 
tant la précision jusqu’au carré du temps. On a d’abord calculé par 
l<'s formules du n" 1 3, les variations séculaires de J'e", 'te', <!»'■’' et 
ilépendantes du carré de la force perturbatrice, et l’on a trouvé 
pour ces variations, 

te'''— t. o",i6i352 ; 

/«-■''= f. I ",08g 3 25 ; 
te'' = — t. o",3i 71 71; 
t-a-' = t. lo",Oü8‘iOl. 

de"’ 

Ijis cüëfficiens de t , dans ces expressions, sont les parues de-—, 
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dw'^ dë^ dw^ f 1 I r 1 • 

— , dépendantes du carre de la lorce perturbatrice : 

il faut les ajouter aux valeurs des mêmes quantités dcleriiiinées 
dans le n® 2 5 J ce qui donne pour ces valeurs entières en 1750, 


dt 


dt 

de^ 

dt 

dzs^ 


1", 016936; 
21 ", 4 59284; 


= — i", 964469; 


■= 59 >739037- 


On a déterminé par le même procédé, ces valeurs pour 1950 , et 
l’on a trouvé pour cette époque , 


de'^ 

IT 

da-"' 

dt 

de'' 

dt 


1", 006705 ; 
21 ",769069 J 
2",ooi 5-^0 ; 


-^= 59 "> 952898 . 

De-là on a conclu par le n” 8, les expressions suivantes de e", 
c'', ir’' , pour un temps quelconque t. 


e" = + 1", 016936 — 00002 5 5775 ; 
ar" r= ar*'" _j- ( . .J ,"^4 ^ g2 84 + t* . o",0007 74462 5 ; 

= e'' — t. i",g8446g — f*.o",oooo426775 ; 

+ 59", 739037 + «*.o", 0005346525 ; ; 

les valeurs de e"', ^ dans les seconds membres de ces équa- 

tions , étant celles de 1750. 

On a déterminé les valeurs de > et de n , au moyen des équalioii.s 


p'’. sin. — ni''’ . s in. 6'^ = > . sin. n j 
n ’ . cos. fl’ — ,p‘’ . cos. fl” = > . cos. n. 

d*/ dn 

Ensuite on a déterminé les valeurs de - - cl de — - , au moyen dos 

dt dt 
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1 üG 


. d(p'^ 

(lilTérentiellcs de ces équations, en y substituant pour 

clô'^ 

— , — , leurs valeurs données dans Icn” 25. On a trouvé de celte 
fît’ dt ’ ' 

nianicrc pour 1750 , 

>= i% 3982; 

n = i 39‘’,7 i 42 j 

_ = — 80 ,537^'i7» 

t, c 

— = - O ,000326. 


Les formules du n" i4 donnent pour les variations séculaires de y 
et de n , dépendantes du carré de la force perturbatrice , 

S'y— t.o", 000568} 

<rn = — t.o",o23552. 

En ajoutant les coënicicns de t dans ces équations , aux valeurs 
précédentes do ^ et de , on aura pour les valeurs complètes de 
CCS quantités en 1750, 


dy 

Tù 

dn 


— O 50002*12 J 


_ = — 80", 560999. 

On a trouvé par le même procédé pour 1950 , 

5^ = — o>o4589} 
dn 

— 81 ,487827. 


De-lù on a conclu par le n®. 8, pour un temps quelconque 

y = y + t. o", 000242 — C.o", 0000120775 } 
n = n — f. 80", 56099g — C.o", 0023 170701 } 

les valeurs do y et de n, dans les seconds membres de ces équa- 
tions , étant celles de 1750. Cela posé, on a trouvé pour 2250, 

a'" .P — — 0,000080 1 89 } 
a'' .P'= — 0,001006510} 
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et pour 2750 . 

a"P = — 0^000260997 ; 
a^P'— — 0,0009^4603 ; 

d’où l’on a conclu par le n® 8 , 
dP 

(2'". = — 0,000000387666 ; 
dp' 

a "' . — — 0,000000002 1 4 5 ; 


= 0 , 000000000034734 ; 

ddP' 

— = 0 , 000000000141780 . 
dl^ ^ ^ ‘ 

La partie de donnée dans le 17 , 

'\a>^ .ddP' 

ddP 


r r aa^^.dP 


6 rrî^ . ^ 


. 


n^a^^.ddP' j 

(>jn^—2n'^).dt; ( , dt'^ ( 

r dP' Qa^^.ddP ) ddP 

-f « . I a’\— + i 4 - 

2a^^.dP' '^a^^.ddP ] 


,/ .bin.('5w''ï-2/i''4+ 


a^^P. 




(<,n'' —3n''').dt ('in'’- ^ ..... 

dP .C’.ddP' 1 ^^pl.cos.C^,dt-,,PU+y’-,^V 


dt ('^n’-zn"'). 




dl^ ) 


devient ainsi , en la réduisant en nombres , 

( 390o",6i 6270-— t.o",02 5982 — «’.o", 000059403 ^.sin.f 5^—25"'^ 

+ ('368",9io34} — t. i", 46 i 994 + «'‘ o", 000242476^. cos. <jn''t — 2M*''i+ 5É'' — m”), 

La grande inégalité de Jupiter se compose de plusieurs autres par- 
ties : elle renferme encore , par le n" 8 , la fonction 

a" .^y^^.COS. ( 5 «''t— 2 «'''<+ 5 ê'' — 

■ • ('Ë^) ’ ~ + 5 2 ‘-v\ 

Pour la réduire en nombres , il faut calculer les valeurs de 

^ /djjn-y 


2 ttP . 

571'^ — ’ 


/djm^^\ 3 A/iîfco\ 

&c.Onatrouvé 
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“ 26,46390 .OT’' î 
65,75870.//*'; 

» /dMC>î\ 

13 , 1469b. /n'; 

‘^''\-d^)^- 6,75963-"*’'; 

• /dMC 5 )\ 

4,13 >73 •"*’'. 

• /dM<~°^\ » /dMo:)\ 

On a conclu de cos valeurs, celles de a' '( “^7~ j ’ '\” 7 /t»~ J’ 

qui sont nécessaires dans la théorie de Saturne , au moyen de 
l’équation génériile , 

Ojî a trouvé ensuite pour 1750, 

( cos. (Kii^t — — 12€*V 

nmy .în'T j \da^'^ / " 

f/jv — 2/r'" / * f dp' \ 

^ I — a*'" J- j,sm. — 2g*V' 

= — ^ 3'’,i7 5 501-S sin. (^57r£ — 2 7i*^£+5£^ — 

+ 16", 5 43 ^60. cos. ( 52"^ — as'V j 
et pour 1950 , on a trouvé celte fonction égale à 

— 51 ",96 5436. sin . C 5 — 2 iPi + 5 ê'" — 2 

ig"59o69og.cos. — 2i4"'£+ 52^ — 2 s’^j ; 
d’où l’on a conclu la valeur de cette fonction pour un tenip.s quel-^ 
conque t , égale à 

— ( 53", 175501 — £.0", 0060 5 03^. sin. C — 2 7r'^£ + 5s"' — 22'V 
+ C 16", 543260 + £.o",oi68i82j.cos. C ^iv't — 2n^^t+ 5ê'^-^2 2’'^^. 

La grande inégalité de Jupiter renferme encore par le n^ 8 ^ 
}c terme 


. sin . ( 5 n^ t ~ 2 /r t 5 €"_ 2 î*" — 7^’" -f J 
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ce terme , en 1750 , étoit égal à 

2", 531758. sin./5 ri^t 2 n'^t + 5 i * — 3 ê*V 

— 5", 6727 24 . cos. f 5/^^ — — üi"') J 

et en 1950 , il sera égal à 

2", 165507.510. ( — 2?r«+5r — 2î''') 

— 5",68 1970 .cos. ( yî't — - 2H"f+ 5e^ — zi'"') ; 
d’où l’on a conclu pour un temps quelconque ce terme égal à 

("2", 53 1758 — ^.o"500i 83 lo^.sin. ( 2n"'t-h 5^—- 

(^5", 672724 + t.o", 00 OO 46 o^.COS. ( 

Pour déterminer la partie de la grande inégalité de Jupiter, dé- 
pendante des produits de einq dimensions des excentricités et des 
inclinaisons des orbites, on a déterminé parle n®. 8, les valeurs de 
&c. pour les deux époques de 1750 et de 1950 j et 
l’on a trouvé , 


En i/So. 

— 0,00000135044 ; 

— 0,0000078971g ; 

a^.jV'(“)=: 0,0000198552 5 

— 0,0000175127 ; 
0,0000066540 5 

. 0,0000009277 ; 

— 0^0000003618 ; 
= — 0,0000003643 , 

0,0000001720 ; 

— 0,0000000730, 


En lÿSo. 

— 0,00000129983 ; 
a^.isre*)— — 0,00000754771; 

— 0,0000196012 ; 

— 0,0000172415 ; 

= 0,0000066551 ; 

— — o,oooooog4o8 ; 

— 0,0000003562 J 

— 0,0000003460; 

a "' . = 0,000000 1712; 

0.0000000733, 


De-là on a conclu l’inégalité correspondante relative k Saturne, 
que nous donnerons ci-après , et en la multipliant par le facteur 

— , on a obtenu l’inégalité suivante de Jupiter, 

f 3®' >^92571 0^,005 4 là^.sin. C — 2 56^^ — 2 6”^^ 

, — ^25", 064701 + ^.o",oi5076j.cos. é5n^^— 271*''^+ 5s'' — 2 ê'V. 
Enfin on a déterminé par le n®. 16 la partie sensible de la grande 
Mécan. cèiy. Tome II L II 
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inégalité de Saturne , dépendante du carré de la force perturba- 
trice , et l’on en a conclu celle de Jupiter, en la multipliant par 

mv • , . 1 -y - t 

7= , ce qui donne pour cette dermere inégalité, 

-x t: O J 

( 3", 06686a — <.o",oi44693^.sin. — 3n‘7+5*’ — 3«"j 

— ( 56", 981 339 + i.o",oo467î5j.cos. ('3w''f — an'''/+3«'' — aO- 
Maintenant , si l’on rassemble ces diverses parties de la grande 
inégalité de Jupiter, on aura pour sa valeur entière , 

f ( 3893",73i96o-i.o",o4i650-f*.o",oooo594o3^.8in.(' 

l+rii97",73 483 9-/. i", 4649734 -r.o", 00024248 j.cos.(' 5 n 7 — an”f 4 - 3 *’-a 8 ’vl 

En réduisant ces deux termes en un seul par la méthode du n“. 17, 
on aura 

ll+■^’;.r 3905 V 98 o 90 -^•o^II 4476 +^^o>oolI 3 l 7 î;.sin.[^’';^”/g^^^ 

Cette inégalité peut avoir besoin de correction , soit à raison 
do coefficient ft’, ou de la masse de Saturne; soit à raison du 
diviseur (^n' — an”)*: une suite nombreuse d’observations lèvera 
ces légères incertitudes. Il faut, comme on l’a vu dans le n”, 17, 
appliquer cette grande inégalité au moyen mouvement de Jupiter. 

Le carré de la force perturbatrice produit encore, par len". 12, 
l’inégalité 

//“ (am' . t/Ô’ -}- îm” . 3/0 ” ) 

8 


• sin. (double argument de la grande 


m’. 3/0’ 

inégalité )•, 
ce qui donne 

— 4 o", 860794 . sin. (double argument de la grande inégalité }. 

Il faut encore apjdiquer au moyen mouvement de Jupiter , cette 
inégalité à longue période. 

I/inégalité 

~A~ 


■ ’H.K.s,\n.(^n”t — ion7+5* — los’ — B — 


trouvée dans le n®. 13 , donne, en la réduisant en nombres , 
J 2", 42207 1 . sin. ( ionV+ 5«'’— 1 o«’+ 37°, 0725;. 
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On a encore par le n*. 8, l’inégalité 

•J . e” . JSC. sin. ( ^n't — 4 ”"^+ 5*’ — k*” B). 

Cette inégalité réduite en nombres , donne 

3 1 ", 1 2 5 49 3 . sin . (' 4 n''/ — 5/27 + 4 « " — 5 «’' + 5 o% 4 o 2 5 ) , 
en la réunissant aux deux inégalités 

3",387695 .sin. ( — 4^"*+ ï*’' — 4 »' — 

— 8",585382f.sin. C 5/*7 — 4 / 2 ' 7 + 5*’ — 4 «" — 
que nous avons trouvées précédemment , on aura l’inégalité 
('i 4 - /k’J . 3 5", 5 1 293 2 . sin. C 4/2"^ — 5/27+ 4 «” — 5 €’+ 64 °, 45 55^. 

On a vu dans le n°. 5, que l’expression de dJ'p" renferme une 
inégalité séculaire dépendante de l’équation 




dt 


* ^ ^ _ * f * ^ /ddA^°'>\ 4 

■= — -f'*" •(ïïr)+7-‘’" -(z^r)} 

+_.a- [.a- .(^)+ 4 .a- .(^)+»" .(— )} 




n}^ Ç * / 




d’où l’on a conclu , 

— 73", 9016. e" — 85", 7873.0' + i3a",498g.e''.e'.cos.r»’— 


On peut, dans le second membre de cette équation, négliger la 
partie constiinle qui se confond avec le moyen mouvement de 
Jupiter, et alors on a, 


^ de''* « // « de» 

—73 ',9oi6.^.2e’'.— — 85 ,7873.i.2e’.~ 


dt 


dt 


+ 1 


^ f/ de"\ (dzr-'—dzr”) . } 

32",4989.f.|(^e'’.— +e'.— j.cos.r*r'-»''>e’'e’. 


)■ 


tU," de'’ dzr'’ dw’’ 

En substituant pour -jr, —r, —7“» “T* » leurs valeurs données par 
dt dt dt dt 

ce qui précède , et intégrant , on a 

J'p"' = — . o", 0000020066. 

Cette inégalité est insensible dans l’intervalle de mille ou douze 

R 2 
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cents ans, et même par rapport aux observations les plus anciennes 
qui nous soient parvenues j on peut donc la négliger. 

Il nous reste à considérer le rayon vecteur de Jupiter. On a vu 
dans le n”. 8 , que les termes dépendans du cube des excentricités , 
ajoutent cà son expression la quantité 


— a" e" .H. cos. ( ^n't — 2 — 2 e" — 

+ O’ é" .H .cos. (kri't — K^rCt — 5»’ — 

4m’ . n” . a”* f P . sin. ( 5 n't — 2 Tfi + y " — 2 t 

^rc—an" ‘ l+P'.coa.(<^r^'t■^an"t+^^' — Si"')) 
En réduisant cette fonction en nombres , on trouve 


lr"=(i+i.cj. [— 0^00030427 3 3 .cos.r5n’#-2n'’«+ 5e' 26'’-i3'’,4966;'> 
l + 0,000 1 00 1 860. cos.f 4ra'7- ç n^t+ii"- 5 *’+ 5 o'’,3 1 o8j J " 

La dernière de ces inégalités réunie à celles-ci , 
ri+M’. 

donne la suivante , 


f 0,0000268383 .cos. — 4n’'/+5Ê’ — 4ê’' 

I — 0,0000 5 1 6o48 . cos . f 5 nV — 4n”< + 5 «' — 4 




J^r^=Ci 0,0000983 161 .cos. 

Le demi-grand axe a"' dont on doit faire usage pour calculer la partie 
elliptique du rayon vecteur, doit, par le n^. 20, être augmenté 
de la quantité j en la réunissant à la valeur de a‘''dun°. ai, 

on trouve 

5,20279108. 


Inégalités du mouvement de Jupiter en latitude. 

Il résulte du n®. i4 , que les termes dépendans du carré de 
force perturbatrice, ajoutent à la valeur de , la quantité 
— Tiv' . \/lê 




f^v X .a . (Tn . 'i 

. cos. — y . — . sin. (n — 6-; j j 


dé- 


ft à la valeur de — , la quantité 
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et <rn étant déterminés par le n°. cité. La première de ces fonc- 
tions , réduite en nombres , est égale à 

— o", 000224"; 

" - 

elle doit être ajoutée aux valeurs de — et -^dun®. 1 5. La second© 

fonction réduite en nombres , est égale à 

o "5002 5 o 4; 

elle doit être ajoutée aux valeurs de 


ainsi , 


, et 
dt dt 


^ = — o", 24 1398 5 


du n". 25 ; on aura 


dt 
dè" 


= — o", 689044 ; 
= 19^929296; 


On trouve ensuite , par les formules du n®. 51 du second livre , 


r i",742i54.sin. + \ 

\ + 2 ",o 49 i 56. siri. ( ^in^t — a j 

J's"'== C I \ +3 ,4561 17 .sin. C '^rCt — 2/2*'^/ 4- 3£^ — 2ê''' — / ; 

I — o"58622gi .siii. (^kTf't — 372'''^-i-4£’ — 32*'" — iT'^l 
t — o",83o 647 .sin. J 

ri’'^ dans cette formule , étant la longitude du nœud ascendant de 
l’orbite de Saturne sur celle de Jupiter. Enfin , on a par le n®. 10, 
l’inégalité 

= 12", 16 5 680. sin. ( — 572’'^+ 3^*^— 5«''+ 66®,121 (j^\ 
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CHAPITRE XIII. 

Théorie de Saturne. 

55. L’équation 

flv* 

^r” — -.(i — 

t' ^ ' 

trouA^ée dans le n°. 33, relativement à Jupiter, devient pour 
Saturne, 

Si l’on jîi cnd pour r” et r" , les moyennes distances de la Terre et 
de Saturne au Soleil , et si l’on suppose == ± 1", on aura 

^ qp 0 , 000 x 4 r 3 a6. 

On peut ainsi négliger les inégalités de<fr' au-dessous de =fo,oooi 4 i. 
Nous négligerons les inégalités du mouvement de Saturne en lon- 
gitude et en latitude , au-dessous d’un quart de seconde. 

Inégalités de Saturne indépendantes des excentricités. 

I 9",742382 . sin. (ré^'t — n't+i " — i") ' 

— 97 ",202867 . sin. 2 . (n"t — *” — t") 

— 2o'’,26532o.sin. 3 .('«”< — n't-^-t " — t") 

— 6", 067 1 24 . sin. 4 . ( n'''t — n''t-\- e” — %') 

— a", 1 5 1 3 79 . sin. 5 . (n"'t — n't+ 1" — i') >• 

— o", 83 5768. sin. 6 . ( n"t — n’i-1- t') 

— o", 3 58923 . sin. 7 . ( n'^t — n't-\- 1 " — t') 

— o",i 73227 .sin. S.(n"'t — «’/+«''' — t') 

V — o",i05a3g.sin. Q.(n"'t — wt+é ' — 
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28",544o4o . sin. (n'''t — /»''<+ 1” — %') '' 

— 44 ", 604670 . sin. a.(n"t — + *" — »') 

— 4 ", 4 o 48 1 6 . sin. 5 . ( n"t — rCt + »" — 

— o", 97 2099. sin. 4. ('»''■/“ rt'f ■f' 

— o", 279908 . sin. 5 . (rv't — nH + «" — t") 

— o", 1 4643 2 . ® — nV + e” — f'^ 

— o",o 3 2980 . sin. 7 . ( n^'t — n't + e” — t”) 

^ — o",oi2i66.sin.8.('/ï"t — n'^+e" — t')^ 




0,0039077763 

+ 0,008 153 84 oo . cos. ( n”t — n't-i- «” — *') 

+ 0,0013838330.003. ü.(n"'t — n't+i" — t'') 
+ 0,0003200673 .C 03 . 3 .(n'^t — n'i + s"' — i') 
iT-v y +0,000009 2 63 2. cos. 4 . — n 7 +e” — ^ 

( I + /* '^■^+0,0000355919.003. ^•(n'’'t — — i’)f 

1 + 0,0000135999.003. G.(n”t — nV + ê’’ — 1'‘) 
1+0,000005 5135. cos. 7 . (n'^t — 7i7+ «" — i') 

I + 0,000002 1631. cos. 8 . ( rVi — «’f + 5" — t") 

\ + 0,000000643 6 . cos. 9 . ( n'^t — 727 + 1'" — t')^ 


+ (l + l*”)- 


' — 0,00001 37622 

l + 0,000 1491217. cos. ( n't — 72^7 + 1' — t '^) 

I — 0,0003 9499 1 6 . cos. a . ( n't — 72''7 + ê' — t '’) 
/ — 0,0000480303 .cos. ^.( n ' t — 72'7+«’ — e”y 
— 0,0000 118201. cos. ^.( n't — 7 i " t + s’ — t ") 

0,0000036280 . C 03 . 5 . ( ift 72 ’ 7 + «’ 4’*^ 

. 0,OOOOOI250Ï.C08.6.('7I7 — 7l''7 + t’' 1 ") 


Inégalités dépendantes de la première puissance des excentricités. 


On a eu égard , comme on l’a fait dans le n". 33, relativÆment a 
Jupiter, aux variations séculaires des coëfliciens des inégalités qui 
surpassent cent secondes , et l’on a trouvé , 
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/ 3 5 ^ î 2 3 202 . sin. ( 72*7 + 

+ 3';88i844.sin.('/2‘'^^+f*"— '0*^; 

— 6"537 1733 .sin. (^2/2‘V — — i '* — 

+ 8",2 19654 . sin. (^rù'^t — ae'^' — € — 

— o" 5902 i 32.sin. — 2 î" — 'sr'^^ 

— o'', 688862 . sin. ( 3 n"'t — — 2 

— 0^,27973 1- sin. ("471*"^— 3n7 + 4ê‘'^— 31'^— 'sr’V 

— ( 56 l '^,9403 90 t.O%Ol I202I ) .sïn,( ÿ.ri't — / 2'7 4- 2è'' fc’'" — 

+ ( 1 287"j 2 I 52 50 + o", 0427691 ) . sin. f 272V 72*7+ 2g'' £*'' — 

I0 5''5gg267 5 — ^.o", 005885 3^. sin. {"372^/ — — 2è'" — 
',—5 4", 488 162 . sin. (yiH — 272"'^+ 36^^— 2e‘^— 

1+ 1 4^^,79963 1 . sin. ( \nH — J n'Hi-ii '' — 3 

— 7", 5 16699. sin. ('4/2''^ — 372‘''^ + 4ft'' — 3g*" — 

+ 4'', 301273 .sin. ( ^nH — 472*''^+ y'’ — 4g‘'' — 

— 2V7iï4i2.siii. (*in^t — — 46*’' — 

+ I "56 5 7904 -sin. ('G 727 - — 572*7+6g'' — 5^*'' — 

I — 79 1698. sin. (^6/27 — 572'7+6g'' — 56'^ — 

+ o", 667 270. f.in. ("7727 — 672‘74-7g'^ — 6g‘^ — 

\ — o",33 1301 .sin. (^7 727 — 672*7+76'' — 62"' — 


r 3 , 5259 ^ 0 . 

. 3", 122367. 
l— 30", 9^)8721 . 
+ 8",537570' 
—52“, 272-169 

- 2", 3 40202, 
■ o",379/fio. 
f— 2 > 79683 . 
+ 4"56962 26. 

V+ o", 4*6821 3, 


sin. 

sin 

sin. 

sin. 

sin. 

sin. 

sin. 

sin. 

sin. 

sin. 

sin. 

sin. 


(^72*'*/+ g*"- 

^72"*/+ g"* 

( ^ri^H — 727+ 2e''* — 

('272'*^ 727+ 26 '* g'' 

(' 372 "^ 2727+ 3«''’ 2 g'' 'ît'' 

( 372'''/ — 2727+ 3 g'^* — ae'^ — 'Z 
( ^kïf't 3727+4g’'‘ — 3g'' — j\ 

— 3 727 + 4g''' — 3 e'' — I 
( 5 — 4727 + 5 e"'— 4 g'' — 'srv»; I 

('irft 727+ 26 ^^ g'* 'ar*'^ 

f 3 727 — W't + 3 g'' — 2e'^* — 

// * ■•.VI* I /.V ,VI A 


— 0,0003422170.003. ('«V+*’' — 'V 

— 0,0020775935 .008. ('2n''t — n'’f+2*’— t” -sr’^ / 

+ 0,0053861750.003. ( 2TCt—^ n‘’f+2«'' t” — 'T^') f 

+ 0,00 1 1 5 9487 2 . cos. ("^nH — u«'7 + 3 e’ — 2«" — -a") j 
— 0,0006217670.003. ( irüt — . 27i'’'i+3ê' — 21" — 'Sf'Vl 
-1-0,0002117893 .003. (ikriH — 3n"f+ 4.'' — 34" — -s'jj 
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4. ^1 + „v, ^ r— 0,0003 750767. cos. ( 3 n"t — a/zV+ 3 — 2«'— •sr'; ) 

( +0,0005605490.003. (‘ in " t — 2/ïV+3*'' — 2î’— 

Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites. 


S'v''=: (l+lA"). 


+ CI+H-''')- 


1 — (^169", 283424 — f.o",ooiii7^.sm. ^ w f+3= s 

l + 94>i39-f.io6",63 5: 

I + 88",o 45 398 . sin. ( n"'t — rft -^ e" — 1’+ 93°,6429} 

— (^2066 .020000 — 5 o 4774 < ^ 

' ^ l + 6a%425o + /.i52‘',77J’ 

L — 9", 061090. sin. (’^ n ^' t — 3ra"'f+ 5£’' — 3e‘'' — 63°, 5025^ 

f 5", 936888. sin. ('371"# — 3n'f+ 3e'‘ — 3e'' — 75°,4576;^ 

'+95 ">7 5 7 3 • sin. ( 3 «'7 — «'^ + 3 «” — t’ — 95 “,0779; j ’ 


En réunissant les inégalités dépendantes de «"f — rft , et de 
3«’< — 371 '^'t , avec celles qui sont indépendantes des excentricités, 
on a pour leurs sommes , 


( I +1^") ■ 89", 404702, sin. ( «' 7 — - 727 +»"— f’ + 86®, 7262 ) 

— ('i + f4''9. 3 ",914481 .sin. (iJz"t — 3727 + 3S’' — 3«’+76°,0577^. 

On a ensuite , 

( — 0,0011710805 .cos. 3727 — 72 * 7 + 3 »’ — e" — ioo®, 233 o^ 1 

)— 0,0005621901 .cos. ("«"f — 727 +»” — *' + 92", 7 139^ ( 

)+ {0,0. 5 199o 6.4-<. 0,0000003 57°) -oos . 


J'r''=:C i+f4"^. 


L’inégalité du rayon vecteur, dépendante de n'H^n't^ réunie à 
son analogue indépendante des excentricités , donne 

( x+yé') . 0,008109003 5 . cos. ( rCt — 72 ' 7 + »’ — t" — 4*,3g97 ). 

572’ — 2 72 ” étant très-petit ; l’inégalité dépendante de an"'t — 4”’^, 
a été calculée par les formules {B) et (C) du n°. 1. 372" — 72’ étant 
fort petit J l’inégalité dépendante de 3/27— 72'7, a été calculée par 
les formules (^) et (D) du même n". Elle doit, pour plus d’exacti- 
tude, être appliquée au moyen mouvement de Saturne, à cause 
de la longueur de sa période. 

Mécan. cÉii. Tome III. 
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Inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois et de cinq 
dimensions , des excentricités et des inclinaisons des orbites , et 
du carré de la force perturbatrice. 


La pal lie la plus considéralile de la grande inégalité de Saturne, 
est celle qui a pour diviseur ( 5/1’' — in " )' , et qui dé^iend de P et 
de P'. Elle a été conclue de la grande inégalité de Jupiter, en mul- 


tipliant celte dernière partie par le facteur — 




6 nV . îi'" 


-, conformé- 


ment au n”. 8 J ce qui donne pour cette partie de l’inégalilé do 
Saturne , 


{91 29", 190030 — i.o", 06080611 — ^*.û",oooi3903}.sin.('5n’<-2n"#-t- 5s’-at”^ 
{ 863", 4 1 5400 — 3 ",4217230 + C.o", 0005 67 50} .cos.(' '!^n't-in"'t-\- 


La grande inégalité de Saturne se compose de plusieurs autres par- 
ties : elle renferme par le n". 8 la fonction 


2 m" . tC 
5 nf — a 


* 

a" *1 ^ ( 5 ”’^ — m'-t-^r çe’— 

^ 2n'V-}- 


En réduisant celte fonction en nombres , on a trouvé pour 1750, 
160", 92281 1 .sin. ( — 2n''i-l- 5e'' — at") 

— 34",8oo64o.cos. (•) n '‘ t — in " t -¥ 54 ’ — 
et pour 1950, 

1 58", 002 590 . sin, ( <^n't — 5^ — n") 

— 46 ", 24 o 842 .cos. ( ^n't — in"t+ — zt") j 

d’où l’on tire la valeur de cette fonction pour un temps quelcon- 
que t , égale à 


{ 160", 92281 1 — «.o",oi 46 oi I } .sin. — 2n’'’^-f- çr — zt”') 

— { 34 ", 8 oo 64 o -t- É.o",05720io } .cos. — 2/1"'/ + -2%"). 

La grande inégalité de Saturne renferme encore par le n°. 8 , le 
terme 

e'.H' . ^ 

.Sin. f — an"'t+ 51» — 2*” — 
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Ce terme , en 17^0 , étoit égal à 

2 3",3i57ii .sin. çr — 21”'^ 

+ i 6 ", 423734 .cos. — 2 /ï''i+5s'' — ae’^j 

et en 1950 , il sera égal à 

23", 800290. sin. ( — 2 n"t-h 58^-— 2f"^ 

+ 1 4 ", 894 5 10. cos. 5 — 2n'*f+ 58’ — 2 8"^ } 

ce qui donne pour le temps t , l’inégalité 

{ 25",3 1 571 i + #.o", 002423} .sin. (')n^t — 2ra'7+58’ — 2*"^ 

+ { 16", 423734 — f.o", 007646} .cos. (’^rCt— 2 ra' 7 + î*’ — as"^. 

Ija partie de la grande inégalité de Saturne , dépendante des pro- 
duits de cinq dimensions des excentricités et des inclinaisons des 
orbites , est , par les n°“ 8 et 18 , 


i f 20''.rfP dP') . ^ A 

{ a'.P, +- }-Sin.(^3n7-2n'7+ 

f r. ia'.dP' dP) 

a'.P.-^ —r + >.cos.(^^n7-2n'7+ 


en désignant par P, et P/ les coëfficiens de sin.(' 5 ra 7 - 27 î' 74 - 
et de cos.(' 5 n 7 — 2ra'7+ 58’ — ae”^, du développement de P, et dé- 
pendans des produits de cinq dimensions des excentricités et des 
inclinaisons. On a trouvé i)our 1750, 


a". P, — — 0,0000068376; 
a'.P'— — 0,0000100087; 

et pour 1950, 

o’.P, = — 0,00000771 32 J 
a". P/ = — 0,0000096940; 

par conséquent , 

•iP, / « 

a\~^ — — 0,0000000043780; 

dP' 

= 0,0000000015735; 


ce qui donne pour la fonction précédente réduite en nombres , 

— {89", 952440 — «.o",oi 2596} .sin. ( 5/17— - 51’ — at") 

+ {58">270}53 + t.o'',o 35 o 48 } .cos.(' 5n’f — aM' 7 -f- 5 »’ — 28"^. 
Enfin , on a déterminé par le n”. 16 , la partie sensible de la grande 

S a 
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inégalité de Saturne, dépendante du carré de la force perturba- 
trice, et l’on a trouvé pour cette partie, en 1750, 

— 1 r ",779^33 «sin. ( — a«'Q 
+ 1 3 2", 470 1 2 1 . côs. 5 — 2 «■''f -b ^ i ' — 2 i") ; 

et en 1950, 

— 5 ",o 5 1 766 . sin. (’jtft — 2 n"t -f 5; r— a «’Q 

4- 13 4", 64409 3 .cos. a«'Q ; 

ce qui donne pour le temps t , celte partie égale à 

— { *i V79^33 — '•o",03 56383} .sin. ( ’^n't — sn^r-f Çt' — ae'Q 
•f ( 132", 470121 -f t.o", 0108698} .cos. ('5/1'’! — — 2 i'Q. 

Maintenant , si l’on rassemble ces diverses parties de la grande 
inégalité de Saturne , on aura pour sa valeur entière que l’on doit 
appliquer au moyen mouvement de cette jilanète , 


—(i + h") 


l 


{9o46",68347 i-t.o", 0948628-1*. o", 000 1 3 903 }.sin.(' 1 

+ { 689", 05 1830-1.3", 4o27934+t*.o",ooo5675o}.co3.(' ^n't-zn''t+‘^i'-‘2î")) 


En réduisant ces deux termes en un seul parla méthode du n". 17, 
on aura 


—/i +/*',). {9072", 888420-1.0", 2624193 -b i*.o'’,ooo2 



<jn't-2n"t+ 5»’-2«‘M-4")8395} 


Le carré de la force perturbatrice produit encore par le 1 2 , Tin é- 
galité 

//'* ('2m’.3/n'+37n".t/a»; . , , i,, ,, , , . , 

, .Sin. (double argument de la grande me- 

galilé ) ; 
ce qui donne 

719002 — ^.o''500532o^,sin. (double argument delà grande 
inégalité ). 

Il faut encore appliquer cette inégalité, au moyeu mouvement de 
Saturne. 


L’inégalité 


1 

4 


m"' . y/ 


. H ' . K ' . sin, t — 
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trouvée dans le 1 3 , devient , en la réduisant en nombres , 
— 53 5'^, 507770. sin. ( in'H — — 9^ — 67"", 3 508^. 

On a encore par le n*^. 8 , l’inégalité 

jSC'.sin. ( inH — 272*7+35'^ — J 5 '^. 

Cette inégalité , réduite en nombres , étoit en 1750, égale à 
145'', 417101 .sin. ( 271 * 7 — 37z 7 + 26**' — 3e^+ i 64 ®, 595 o^. 
En 1950 , elle sera 

142^^,923 3 62. sin. ( 271 '^ — 37174- 2 — 3^’+ 166®, 3 197^ J 
sa valeur pour un temps quelconque est donc 


fi45'',4i7ioi — f.o",oi2 



2 71*7 — 37z7 + 3fc’'" — 3*^1 
4 -i 64%595 o 4-^.86''523 ]* 


En réunissant cette inégalité , à celles-ci , 


{ 105^^,992675 — 0^,00591 4}. sin. — 271''* t 4- 3«^ — ^e**" — 'zt*) 

- — 54 ",488 1 62 . sin. ( 3 nH — 2 7z’7 + 3 €^— 2 1*^ — , 


que nous avons trouvées précédemment j on aura pour leur 
somme , riiiégalité 


— ("75"', 837202 — ;f.o'^,oi 



37^*7 3 7^7 4“ Se*" — 3 e’] 

4 - i 6%4503 — ^.76",46 j 


On a vu dans le 5 , que le moyen mouvement de Saturne est 
assujetti à une équation séculaire correspondante à celle que nous 
avons trouvée dans le n®. 33 , pour Jupiter , égale à 

— . o'', 00000 20066. 


L’équation séculaire de Saturne est ainsi , par le n*’. 5 , égale à 
m*'" . V/^ 

. o", 0000020066 J 

TTC ' . t/a^ 


et par conséquent égale à 

r.o", 000004665. 

Cette inégalité peut etre négligée sans erreur sensible. 

Il nous reste à considérer le rayon vecteur de Saturne. On a vu 
dans le n®. 8, que les termes dépendansdu cube des excentricités, 
ajoutent à l’expression du rayon vecteur de Saturne, la quantité 



i'<2 MECANIQUE CELESTE, 

— a’-.e’. jS'.cos.('5w’'f — — a»" — rt'' — ^' ) 

+ .e" .H' .cos. (‘in't — sn"'t+ + 

io.m"'.w’.a''* I J*.sin. ('5n^t — an'’<+5t'' — 

^ 571* — an” l + P'.cos,('5n''f — zn"'t+ 5«^ — zt"') 1 




Cette fonction réduite en nombres , donne 

( X U" ).{ 5 ' 99 ^ 5 6 > • cos. ( 5 n't— zn'H+ 5 2 e" + 1 4%47 82; 1 

’ l — 0,0008 553506 . cos. (zrCt — 3 zt" — 3*’ + 39“, 7988 J j * 

En réunissant la dernière de ces deux inégalités à celles-ci , que 
nous avons trouvées précédemment , dépendantes des simples 
excentricités , 

f 0,001 1 594872.003. (^3 TzV-— 2 3 — 2 
^ ’l — 0,0006217670.008. C 3n’i — 3»’ — zi "— 

on a 

— — (^1 0, 001 3 806201 »cos. 2 6*''-3r-Q5‘",gi3o J, 

læ demi-grand axe à" dont on doit faire usage pour calculer la par- 
tie elliptique du rayon vecteur , doit par le n®. 20, être augmentée 
de la quantité ^•a"' •m"' : en la réunissant à la valeur de à" du n^. 21, 
on trouve 

o’ = 9 »Î 388 i 757 - 


Inégalités du mouvement de Saturne en latitude. 

56 . Les formules du n®. 51 du second livi’e, donnent 

1 5", 516537. sin. ^/z’ 7 +i" — 

— O ",772161 .sin. ( 2 n'^t — ri't+zt "' — t’ — ri’^ 

— o",2 59092. sin. ( 3 n"'t _ a + 3 e 2 — ir; 

+ 9", 70223 2 .sin. ( 2 n^t — 7^‘7^-2e'' — 

— J ^',6 13780. sin. ( 3 n"'t — 2 7z‘''^-t- 3*^ — 2&*'' — TV) 
—O *',2 5 67 36. sin. ("4 jï't — 3 n'^'t + 4 e'' — 35*^ — 

! o", 26 1948. sin. (n^'t-¥t^' — TV^) 

• 4 -o'', 377 i 7 o-sin. (an^'t — 

+ 2", 046267. sin. ( ^n^'t — 3ê^* — 2t’ — 11^*^ 

IV étant la longitude du nœud de l’orbite de Jupiter sur celle de 
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Saturne , et nv* étant la longitude du nœud de l’orbite d’üraniiî^ sur 
celle de Saturne. Enfin , on a par le 11°. 10, l’inégalité 

S's''= — 28'^, 282713 . sin. — 4r+66°,i23g^. 

Il résulte du n°. i 4 , que les termes dépendans du carré de la force 

d(p^ 

perturbatrice , ajoutent à la valeur de — , la quantité 

dê'* 

et à la valeur de — , la quantité 
dt 


S'y y . ^ n 

— * COS. (U — 9V — . sin. 

t t 






- y . 

.('n— flv + T — ~.cos. (n 


->■1}; 


(S'y . . 

— __ — — .sin. én — ( 

v/a'" + m». [/ a'^l ^ 

cTy et Sn étant déterminés par le n°. cite. La première de ces fonc- 
tions, réduite en nombres , est égale à 

o", 000474 ; 

A . d(L ’ 

elle doit être ajoutée aux valeurs de — - et de — ^ du n®. sç. La Se- 
at dù ^ 

conde fonction réduite en nombres, est égale à 

— o",oo578o ; 

dé^ dè 

elle doit être ajoutée aux valeurs de etde du n°. ac.On aura 

dt dt ' 


ainsi < 


= o", 3 o 83 I 5 ; 


dt 
dé » 

-I- = - o",4788i6j 
— = — 27 ,799890; 

dê^ 

— 38’, 775840. 
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CHAPITRE XIV. 

Théorie d'TJranus, 

5y. L’équation 

= — Cl — 

trouvée dans le n°. 3 5 , relativement à Saturne, devient pour 
üranua , 

Si l’on prend pour r" et r”', les moyennes distances de la Terre et 
d’üranus au Soleil , et si l’on suppose ± 1" j on aura 

J'r'''= =f= 0,000^7648 ; 

on peut ainsi négliger les inégalités de S'r" au-dessous de =f:o,ooo5 7. 
Nous négligerons les inégalités du mouvement d’üranus en longi- 
tude et en latitude , au-dessous d’un quart de seconde. 

Inégalités d’Uranus , indépendantes des excentricités. 

1 1 6 1 ", 4 3 8440 . sin. (n'H— n" t+i"‘— i") -j 
— o'', 5875 50. sin.a. ('«"'< — n"t-\-i"‘ — e'")! 

. , — o",o8o3I9.sin.3.r/^■''^— 

I — o",oi 1090.81^4*^11'’^ — n^'t-i-e” — 6’”^l 
1 — o",ooa37i .sin. <^.(n"'t — «''i+e" — i")) 

’’ 65",96io45*sin. — é') ' 

— i3",o2769i .sin. z.Cn't — n"t+i' — t") 

— 2",66o 850 . sin, 3 . ( rCt — n"t-\- é — t") 

— o", 7 5 43 50. sin. 4- — ri^'t+i' — t") 

— o", s 47 364. sin. ^.(n't — n"t-\rt ' — | ’ 

— o", 089294 . sin, 6 .(n't — n"t + *’ — t'”) 1 
— o"»o3373 I «sin. j.Cn't — n^'t+i " — t") I 
— o",oi 2801. sin. 8 .(n''t — n"t’{-t' — *") j 

J'r"'=Cj+g''). 
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( 0,0063475160 j 

+ 0,0048914790 .C03. I 

V-.. . +0,0000336184.003. — 7z"/+r’ — 

1 +0,0000030669.003. 3 .(n^t — 

+ 0,000000 5 o44 . cos. 4 . V + — e’^'^ J 

1 0,0023641285 4 

+ 0,003 543 3901 • cos. (ri't-— — t'"') I 

+o,ooo4o6i682 . cos. 2 . (lï’t — - «'7 + 6^— . 
+ 0,0000889425 .cos. 3 •(rt't — «''7+ê’ — 

+ 0,000025 5 870. cos. k.-(n't — /î’'7+*’^— 

Inégalités dépendantes de la première paissance des excentricités. 


! — 3",8o7443.sin.("/z'V+8"— 

+ 3^887493 .sin. ( 2 — /i’'7+ 2 ««— w”; 

—11 '',224270 . siiî. (irC't — n”t + 2i''‘ — 

— o", 685175 .sin.('2»''7 — »'’^<+a 


+ri+K;. 


(' I +^t’' 



— 4 ",328267. sin,. ('« 7 + 8 ’ — 

+ o", 663 1 3 g . sin. (' « 7 + e’f — 

— O ",6783 58. sin. (' 2»7 — n’ 7 + 2 8’'— 

+ 2^,7 X 3 2 3 O . sin. (s^rft — n’' 7 + 2 s’ — «" — ’o") 

— ('135", 961650 — f.o”, 000761 ^.sin.(' 2«'7 — n7+2e 
+ ( 462", 369642 — t , o“,02 5635^. sin. ( irt ' t — ift + 9t 
+ 7", 673 42g. sin. ( 3 n' 7 — 3 ra 7+3 «’* — 2*’ — ■sr'"^ 

— 5", 069294. sin. ^ 3n''7 — 2727+38" — 2«' — -ar' J 
+ X ",3047 18. sin. (krf't — 3 7i7+4f" — 3 e " — 

— o", 869752 .sin. ("4 Tx^f — 3717+ 4«" — 3 — 'v'’ ) 
\+o",39o4iç>.sin. ('57 ï' 7 — 47x7+ 5 1" — 46’ — -a") 

— 0,001609200 X . cos. ( 2 ti’H — TX’^e + 2e" — — 1»"^ 1 
+ 0,0061835858. cos, ('2H"f ~ 7X7 + 2i"— e'' — 
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Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites. 




j+ 5'''528844o.sin.^4«''/ — sn ^ t +^ e '” — a*’ — 42°, 8685^ | 

(+25", 864683. sin.f'rtV — n’‘i+ï’ — *”+98°, 3271 J 


Lia tlemière de ces inégalités , réunie à sa correspondante qui est 
indépendante des excentricités , donne la suivante : 

C^+éV '7 1", 470003 . sin, C n^t — n"t + s’ — t" + 33 °,5 3 8 5^. 

On a ensuite , 

J'r'^— — C 1 +(*'J.OpOOoy^^^ 8 io.co 3 .('^n'''t — 7 zV+ 3 i” — «'+83°, 3463^. 


Inégalité dépendante des cubes et des produits de trois dimen- 
sions des excentricités et des inclinaisons des orbites. 




— • 7 


Inégalités du mouvement d^Uranus en latitude. 

38 # Les formules Ju n®. 51 du second livre, donnent 
( J 1'^, 9705 50. sin. — n 




H 


^",826360*5111. — n'^ 




-+- g", 01 5 592. sin. — n^t - 4 - se" — — 17 "'^ J’ 

étant ici la longitude du nœud ascendant de Forbite de Jujiiter 
sur celle d’Uranus , et étant la longitude du nœinl ascendauf de 
Forbite de Saturne sur celle d’Uranns. 
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CHAPITRE XV. 

De quelques équations de condition qui existent entre les 
inégalités planétaires , et qui peuvent servir à les vérifier. 


3 ^. Les inégalités à longues périodes, produites par les pertur- 
bations réciproques de deux planètes m el rn, sont à-peu-près, par 
le n°. 65 du second livre , dans le rapport de m'\/~a' à — ; 
en sorte que pour avoir les perturbations de ce genre, correspon- 
dantes dans le mouvement de m'y à celles du mouvement de w, 

- ... ... tn. 

il suffit de multiplier celles-ci par — Ce résultat est d au- 

tant plus exact , qu’en vertu du rapport qui existe entre les moyens 
mouvemens des deux planètes , la période de ces inégalités est plus 
grande par rapport aux durées de leurs révolutions. Nous allons , 
au moyen de ce théorème, vérifier plusieurs des inégalités préc 
dentes. 

L’action de la Terre sur Vénus produit par le n®. aS, dans le 
mouvement de Vénus , les deux inégalités dont la période est d’cii-^ 
viron quatre années , 

— 4 ", 782 561 .sin. (in”t — 2n'^+} — 2/ — 'v) 

+ 7 10902 . sin. ( 3 n"t — 3 % — 2 / — 

Tri 

En les multipliant par — ^ pour les inégalités corres- 

pondantes de la terre 

3 ",4995 .sin. ("^nt — 2 7i'^-4-3ê" — 21' — 

— io",7644.sîn. — 2*' — 

Le calcul direct a donné par le n’. 29, pour ces inégalités , 

3^^, 66 1 696 . sin. ( 3 n't — 2 + 3 — 2 e' — 'v) 

— 1 1", 318247 .sin. — 2n'^+36"— 2i' — 

ce qui diffère peu des inégalités précédentes. 

T 2 
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L’action de la Terre sur Vénus produit encore par le n”. 28, 
l’inégalité suivante dont la période est d’environ huit ans, 

— - 4",645i72.sin. ('5ra"< — }7i'f + 5t" — 3»'+ 2 3 ”,2 302^. 

En la multipliant par — y ^~ , on a pour l’inégalité corres- 

pondante de la Teri’e , 

3 ", 399002. sin. — ’^v!t-‘r 51" — 3f'-t-23%2302^ 5 


et le calcul direct a donné par le n°. 29 , 

3 ">'^7 3 997 • sin. 3 — 3 »'< + 5 e" — 3 ê'-t- a 3‘’,3 7 59;. 

Mars éprouve, par l’action de Vénus, comme on l’a vu dans le 
n°. 32 , rinégalité à longue période , 

— 21", 293121 .sin. ('^n"t — n'f+36'" — s'4-72°,7o83^. 

, . m"'Vd" 

En la multipliant par ^ , on a 


G",iUi4.sin. (' in't — n'i-j-3«"' — s'-J- 72 °, 7 o 83 ^. 

Le calcul direct donne par le n”. 28 , 

6",2027o6.sin. — n'< + 3 »"' — ê' + 73",2o63^ } 

ce qui dillère peu de l’inégalité précédente. 

Mars éprouve par le n°. 32 , de la part de la Terre , les deux iné- 
galités suivantes , dont la jiériode est d’environ seize ans , 

— 3 1 ",2 1 8 207 . sin. ( 2 v!"t — n"t + 2 i'" — t"— ‘u'" ) 

+ 1 3",8i 1020. sin. ( 9 .n"t — n"f+- as'" — t " — 'a"). 

Eli les niultipliant par , on a pour les ineg^alitcs cor- 

responclanlcs de la terre 5 

6"388o7.sin. (cin‘'t — 

— 3^4^51.8111. 

Le calcul direct donne par le Î29 , 

^^5977^ 1 - sin. ( 211'' t — 

— 3''538i490.s1ii. (^n't — 72 "/ + se'" — i‘ 
cc qui diüere j'icii des précédentes. 

Mars éprouve encore , de la part de la Terre, pnr le 11°. 32, 
l'inc'galilé à longue période , 

— C4 ^''^ — 2 7 z' 7 'f 46 "'~ 


/// 

■ ‘Tv ) 

■■Oi 


2 ‘"+ 7 ^% 35 i 8 ;. 
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En la multipliant par — m" V^" ’ ^ pour l’inégalité correspon- 

dante de la Terre , 

2",9734.sin. (i.n"t — a — a«"-l-75‘',55 18^ ; 
ce qui diffère peu de l’inégalité 

3", 067702 . sin. (^n'"t — 2 n'f + 4 i"' — 2 -1 7 5">3 506 ) 
trouvée dans le n®. 29. 

Les deux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne, sont encore 
à-peu-près l’une à l’autre, dans le rapport de — m'. ^/a') à w’. \/' a'\ 
comme il est facile de s’en convaincre. 

Enfin Uranus éprouve de la part de Saturne, par le n®. 37, 
l’inégalité à longue période , 

— 4o8",978ooi .sin. On'’/ — n’'#-|-38’‘ — e' — 98”,i3i3^. 

7/1" . 

En la multipliant rrar , on a dans le mouvement de Sa- 

nv . Y a'^ 

lurne, l’inégalité 

99^,900 -sin. — 98‘’i3i3^; 

ce qui diffère peu de l’inégalité 

9 ^ ",3 3 42 22 . sin. ( ■^n"! — n''t + «'■ — — 97", > 3 J 9^ 

donnée dans le n". 3 5. 

4o. Considérons dans le développement de M, le terme de la 
forme 


m . MS''> e e' . cos. {i.( nt — n< + 1' — 2 , t — 'ZF —— } 5 

et supposons que — u) + 7 7 i soit fort petit par rapport à /i et 
à IL ; ce terme produira par le 69 du second livre , dans l’ex- 
oentricité e de l’orbite de la planète m , considérée comme une 
ellipse variable, ririégalité 

— . 1^ • cos. {i,( nt — n t + 1 ' — g ) + 2 74£ 4- 2 g — m — ) ; 

i,(n — nj + 211 

et dans la position ^ du périhélie , l’inégalité 
m .an -n^r \ • c » t , 

— — ^ ^ — — — , ' • — • sin. t~^^nt -f" £ —g ) ’\" *2nt 22-^'®' ST 1 . 

i.(n — n)-{- an e. ^ 

Nommons la première de ces inégalités, et la seconde. 
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L’expression de v contient le terme a^.sin. , et par 
conséquent l’inégalité 

a.ïT^.sin. — 2 e . cT'w . cos. (nt-\-t — nif) j 


ce qui donne dans p l’inégalité 


am ,an 


i.(n — + 271 


• Af^'L^'.sin. — — fj + 7 i'<-he' — -ar'}. 


Il résulte dun^ 65 du second livre , que dans le cas de i^n — n) + ^n 
très-petit, l’expression de B! relative à Faction de m sur m! ren- 
ferme encore à très-peu près le terme 

m M^'Kee • cos, {i.(nt — nt+i — ^ — 'zy') 5 

puisqu’en n’ayant égard qu’aux deux termes de ce genre dans R 
et R\ on a par le n*’. cité , à très-peu-près , 

m./d-S + /n'./d'iî' = 0} 
on a donc dans p l’inégalité 


^ lit . U ■»»/ \ r • ^ t 9 

; .ilx^’L(?.sin.{i .f?i f — nt + g — i ) + 7it-î-e — rr) 

i.(n — nJ + 2/i ^ 


Ces deux inégalités de v et de v' sont dans le rap^rt de m' .e' . j/a > 
à en soi’te que la seconde se conclut de la première, en 

multipliant le coefficient de celle-ci par 

^n ' — 37»' étant peu considérable par rapport à n'et même à n*, 
011 a dans p', en supposant 1 = 5, une inégalité dépendante de 
l’argument ^n"t — iw'f+je" — 4 :e' — et dans t»", une inégalité 
dépendante de l’argument 4 n"e — 3n't-}- 4 «* — 3»' — w'. La première 
de ces inégalités est , par le n°. 28 , 

6 ",7 7 940 5 . sin. C^n"t — 4 + 5 1 " — 4 * «' 9 * 

En multipliant son coefficient par on a pour la terre, 

l’inégalité 

2", O 3 1 0 . sin. (^4 n"t — 3 n'# + 4 1 " — 3 1' — ■o-' J j 


le calcul direct donne par le n”. 29 , l’inégalité 

2", 229704. sin. f 4 re"r — — 3»^—* j 

ce qui diffère peu de la précédente. 
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Pareillement, 4 »"' — in" est assez petit relativement à n", et 
même à En supposant t — 4 , on a dans v" une inégalité dépen- 
dante de l’argument 4 3 - 1 - 4 1"'— 3»" — et dans une 

inégalité dépendante de l’argument — 2M"f-t-3»"' — a*"— -a-", l^a 

première de ces inégalités est, par le n®. 29 , 


2'‘',491o8i . sin. (' 4 n"'t — 4 — 3 e" — 

Tl 1 • 1 • rp • ^ c” 

En multipliant son coemcient par — ^7— 7= , on a pour Mars, 

ni ,y Ci e‘ 

l’inégalité 

2'',o4 1 5 . sin. ( 3n"'t — an''t+3«'" — at" — ■w"^. 

Le calcul direct donne par le n®. 32 , 

2 ",6 1 1 1 2 3 . sin. (^3 m"'«— 2 n"* + 3 1 "' — 2 e " — 'u") • 


la différence est dans les limites de celle que l’on jieut supposer, 
d’après le rapport de 4 «'"— -aw", à qui est à-pen-près celui de 
1 à 4. 

4 l. Il résulte encore du n®. 71 du second livre , que si 
i,(n — n^ + aw est très-petit par rapport à «',* l’inégalité de m en 
latitude, dépendante de (i- — \).(nt — nt^t' — t) + est à 

l’inégalité de wi', en latitude, dépendante de (i — i ).(nt — nt+i — %) 
+ H 1 -p « , dans le rapport de m . \/^' à — m, \/~a. 

En supposant i — 5 , on a , par le n®. 28 , dans le mouvement de 
Avenus en latitude, l’inégalité 


■ o",9646 i 5 . sin. ( ^v!'t — 4 n'«-f- 5*" — 4*' — 

m 


En multipliant son coefficient par — *^^*’^* mou- 

vement de la terre en latitude , l’inégalité 

o", 70583 5. sin. — 3/z'/-p4*"'-— 3*'— 9 '^. 

Le calcul direct donne par le n®. ag , l’inégalité 

o'’,7 230 1 2 . sin. ("4 — 3 n'f -f- 4 î"— 3 «' — 0 ') j 

ce qui diffère peu de la précédente. 

3 est pou considérable par rapport à n"-, en faisant donc 
t=3,on a dans une inégalité dépendante de 3»”^ — 27*7+ 3*" — 
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et dans <rs" une inégalité dépendante de 3 a»” — t’. La 

première de ces inégalités e»t,j par le n“« 36» 

3 *^, 046267 . sin. ( 3 ff'i— 2 + 3 ■” ^ > 

n" étant la longitude du nosàd ascendant de l’orbite d’Üranus sur 
celle de Saturne. En multipliant le coefficient de cette inégalité 

par — on a dans Is" l’inégalité 

^ m".Va''' 

— 8', 3773. sin. 2n”/— /îV+3»’"— 
et par le n". 38, cette inégalité est 

— 9",oi7 553 .sin.^' 2 ■ 
ce qui diffère peu de la précédente. 

4 : 2 m II suit du n"*. 69 du second livre , que i'n — in étant sup- 
posé très-petit relativement à T^et an', si Fon représente par 

m'.P.sin. (i'nt — int^ïi — U) •Cos,(i n' t — int + i'i — U ) 

la partie du développement de R qui dépend de Fangle int — int 
H- Té' — i% \ il en résulte dans i'v Finégalité 

< ( f^Vcos. Cin*t — int-¥it' — i% — nt — a-h'isr)} 

üni\an ) \de/ ^ ( 

f ~ j.sin» (int^in t+i $ — je ~nt — t + 
et dans Finégalité 

X a'n' j (i'ri't — int-^ it u — nt — + 


am. 


i n — in 


/dP' 


7^ . sin . ( int — ■ int 4- it ~ ù — nt — g' + 


Il suit encore du n^'. 71 du second livré , que les mêmes termes 
de R donnent dans Finégalité 
/dP\ 


m , an 


y . cos. (i^nt — ii^t-\‘it — h^nt — i + 

in in ^ (in^t — int + ï'«' — i^ — nt — 

y étant la tangente de Finclinaison l’éspective des orbites de m et 
de m\ et n étant la longitude du nœud ascendant de Forbite de m' 
sur celle de m. 


Si 
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Si l’on augmente l’argutnent de l’inégalité dé J't ' , de n/+ « — ■» , 
et que l’on multiplie son coefficient par e ; si l’on augmente l’argu- 
metit de l’inégalité de J'i/, de »'<+»'— -V, et que l’on multiplie son 

coefficient par e' ; enfin si l’on augmente l’argument de l’iné- 

galité de J's, de nf+e — n, et si l’on multiplie son coefficient par 
— ay; la somme de ces trois inégalités sera 


am .an 




or P et P' sont des fonctions homogènes en et de la dimen- 
sion i , i étant supposé plus grand que i; la fonction précédente^ 
est ainsi égale à 

Qm',an,(i' — i) [ P.COS. ‘ 

i'n' — in ’ I — P'.sin.fiV^ — int+i'i' — i^)) 


Maintenant , on a par le 69 du second lirre, dans Tinégalité 

3 m! .an^Â | i^.cos. (in^t — — iO\ 

(i'n' — in)* ‘ 1 — P' •sin.C int — int-^ Ht — i t)) 


D’où il suit que si l’on représente par 

iC. sin. (i nt — int-\- i'i—it — nt — t+ O) ; 
rinégalitéde ^ dépendante de l’angle irHt- — — it — nt — «; 
si l’on représente par 

jSl' . siii. ( int — t — £i — • tz^ — § -f- O') 


l’inégalité de dépendante de l’angle Hnt — int+iH — U — n't—tÿ 
enfin, si l’on représente par 

A[".sin. (liHt — ini-^rHt — it 6+ O") 

l’inégalité de dépendante de l’angle int — — ù— ; 
on a 

eK,sin*(int — + — it — 

+ • sin, ( i'nt — int + ït — it — ^ar' + G ) 

— î2 > . X" . sin. (^Hnt — ini-\- Ht — i g — . Il -}- 


a . ( i'r^ i) fi'n' — in) 




31 n 
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H. sïn,(i'n't — int-\- i't' — « + étant l’inégalité de S'v dépendanle 

de l’angle i'n't — int+i't — it, 

— 2/t étant fort petit par rapport a n, on a par le n®. 27, dans 
J'»', l’inégalité 

5", 217417. sin. 3»*+ 5*'— 3* + 48", 1210^. 

L’inégalité de <J's dépendante de 5n'f — 3wi4-5«' — 3 », est insensible. 
On a ensuite par le n°. 28, dans l’inégalité 

— i'',o296i 7 .sin. ( ^nt — 2nf+-4 *' — 2» — 43°, 8980^. 

Enfin, on a par le n". 27, dans J'f', l’inégalité 

26",i8446o.sin. ('jn'f — 2nf+ 5»' — 2* — 33'’558^2^. 

Ici j' = 5 , et i =; 3; on a donc par ce qui précède , l’éqüation de 
condition , 

5‘',2i74i7.<?.sin. ( ^nt — 2 wt+' 5 »'^ — se — 'i»-i-48",i2io^ 

m! 

— i'',0296i 7 .e. ^l^-^pi^-.sin. ( ’^ n't — 2«t+- 3»' — 2» — — 43", 8980.^ 
ï= — 26 ",i8446o. — ^^.sin. (’^ nt — 2nf+- 5»' — 2e--33",58j2^. 

Tl 

Le premier membre de cette équation donne 

i",ii03 î .sin. ( <)nt — 2nf+- 5»' — se — 31", 6212;. 

Le second membre donne 

i",ii35.sin. (^nt — 3n«+5»' — 2« — 3 î°}58j 2^ J 
la dijËférence est insensible. 

On pourroit vérifier par les. théorèmes précédons , plusieurs des 
inégalités respectives de Jupiter et de Saturne; mais comme toutes 
les inégalités de ces deux planètes ont été vérifiées plusieurs fois et 
avec beaucoup de soin, par divers calculateurs, cette dernière véri- 
fication devient inutile. 

43. L’inégalité de m , produite par l’action de m ' et dépendante 
de l’argument »'?+•«' — est par les n"‘. 50 et 55 du second livre, 
égale à 


——4 71 * 
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L’illégalité de m', produite par l’action de /», et dépendante de 
l’argument nï-t- * — - -or , est 

Les coëfficiens de ces deux inégalités sont donc dans le rapport de 
— - ('o, 1^ . 7»’ à 1,0^ . or on a par le n®. 5 5 du second livre , 

m.V^ 

en nommant donc Q , le coefficient de la première inégalité , le 
coëfficient de la seconde sera 

m .a ^ e 


Les inégalités de ce genre ont été vérifiées, soit au moyen de cette 
équation de condition , soit au moyen de l’expression précédente 
de Q, Ainsi l’action de Jupiter produit par le n'’. sg dans la terre, 
l’inégalité sensible 

— 7^839l49•sin. 

Cette inégalité , par ce qui précède , est 
— — rr • 

Or on a par le n®. 24 , ( 3,4 ^ = 21 ",444oi 5 ; en substituant dans cette 
formule celte valeur , et celles de et e‘% données dans le 

11°. 22 , et multipliant le résultat , par Tare égal au rayon , ou trouve 

— 7^8397 . sin. ( 

L’action d’Uranus sur Saturne produit par le n®. 3 5 , dans le mou- 
vement de Saturne, l’inégalité 

~ 3'^, 122367. sin. 

5 

Tïl^ > 

En multipliant son coëfficient, par — , on a dans Uranus, 

l’inégalité 

o'', 663 1 a4 . sin. ri't+t '' — ; 

.et le calcul direct a donné dans le n°. 3 5 , 
o", 663 139. sin. 
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CHAPITRE XVI. 

Sur lès masses des Planètes et de la Lune. 

44. U» des objets les plus importans de la théorie des planètes, 
est la détermination de leurs masses. On a vu dans le n“. 21 , l’in- 
certiludc qui subsiste encore à cet égard. Le moyen le plus exact 
de lever celte incertitude, sera le développement de leurs inégalités 
.séculaires ; mais en attendant que la suite des siècles ait fait con- 
noître avec précision ces inégalités, on peut faire usage des inéga- 
lités périodiques déterminées par un grand nombre d’observations. 
33(;lambre a discuté sous ce point de vue, les nombreuses observa- 
tions du soleil de Bradley et de Maskeline : il a déterminé par cc 
moyen , le maximum des inégalités produites par les actions de 
V'éuus, de Mars et de la Lune. L’ensemble des observations de 
Bradley et de Maskeline, lui a donné le maximum de l’action de 
Vénus, plus grand que celui qui correspond à la masse que nous 
avons supposée précédemment à cette planète, dans- le rapport de 

1,0743 à runilc; ce qui donne la masse de Vénus - de celle du 

Soleil. Les observations de Bradley et de Maskeline, considérées 
séparément , donnent à très-peu-près le même résultat qui par con- 
séquent n’est pas susceptible d’une erreur égale au quinzième de sa 
valeur. 

De-là il suit incontestablement que la diminution séculaire de 
l’obliquité de l’écliptique est fort approchante de 154". Pour l’abais- 
ser, comme l’ont fait quelques Astronomes, à 105", il faudroil 
diminuer de moitié la masse de Vénus, et cela est évidemment 
incompatible avec les observations des inégalités périodiques que 
cette planète produit dans le mouvement de la terre. Les bonnes 
observations modernes de l’obliquité de l’écliptique sont trop rap- 
procLées , pour déterminer cet élément avec exactitude. Les obsev' 
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valions des Arabes paroissent avoir élé faites avec beaucoup de 
soin : ces observateurs qui n’ont rien changé au systéiiie de Ptolc- 
niée, se sont attachés spécialement h perfectionner leurs inslru- 
mens, et leurs observations qui donnent une diminution séculairt» 
de l’obliquité de l’écliptique très-peu difï'érente de 1 54'^ Cette dimi- 
nution résulte encore des observations de Coclicouking faites à la 
Chine , au moyen d’un grand gnomon, et qui par leur précision nie 
paroissent mériter beaucoup de confiance. 

Delambre a encore déterminé par un grand nombre d’observa- 
tions, le maximum de l’action de Mars sur le mouvement de la 
Terre. Il a trouvé que celte action est plus petite que celle qui cor- 
respond il la masse que j’ai supposée à cette planète, dans le rapport 

de 0.725 à l’unité ; ce qui donne la masse de Mars de celle 

du Soleil. Cette valeur est un peu moins précise que celle de la 
masse de Vénus , parce que son effet est moindre 3 mais les données 
d’après lesquelles nous avons déterminé la masse de Mars élan! 
fort hypothétiques, il importoit de connoître l’erreur qui peut en 
résulter dans la théorie du soleil ; et comme les observations de 
Bradley et de Maskeline, prises, soit ensemble , soit séparément , 
concourent à indiquer une diminution dans la masse de Mars, il 
faut diminuer les inégalités précédentes qu’elle produit dans le 
mouvement de la terre , dans le rapport de 0,725 à Tunilé. 

Ces changemens dans les masses de Vénus et de Mars , en produi- 
sent de sensibles dans les variations séculaires des élémens de l’oi be 
terrestre 3 on trouve alors la longitude du périgée égale à 

V' + ^ . 3 6^', 443 5 7 8 + ^ • o",ooo 2 5 2000 5 ; 
le coëfiicient de l’équation du centre de l’orbe terrestre devient 
2 JS — 0^,530224 — ^*.o",oooo 2 io 474 - 

Enfin les valeurs de p" et de données dans le n®. 30 deviennent 

t . 5 89 + 00007 133765 

— 1", 608463 4- 00002 19740 5 

d’où il suit par le même n^ que la diminution séculaire de l’obli- 
quité de l’écliptique est dans ce siècle , égale à 160'^, 8 5. En partant 
de ces nouvelles données, on trouve par les formules du n^ , 
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4 = *.155", 5927 + 3*’, 11019+43556", 3. sin.('Mî5", 5927+95°, 0733^ 

— 73530", 8. cos. ('«.99", 1227^ — i7572'’,4.sin. ('t.43",o446^ 5 

V — 26‘’,o 776 — 3676",6 — i8i87",6.cos. T*- i5î^î937+95V733 .) 
+ 5o82",7.cos. ('«. 43 ",o 446^ — 28463", 6. sin. r**99”>i227^ } 

4' = 1. 155", 5937 + 3°, 11019— 3°,! 1019. cos. ('f.99",i327^ 

— 14283", 3 .sin, ('«. 43 ", o 446 ^ j 

jP’'' = 26 °,o 776 — 3676", 6. { 1 — cos. ('«. 43 ",o 446 ^} 

— 103 30,4. sin. (*f.g9",i227^. 

L’accroissement de l’année tropique , à partir de 1750, est alors 
éçal à 

— o',oooo 86354. {1 — cos, ('f.43",o446^} 

— o>, 0004431 98. sin. ( f. 99",! 227 ) ; 

d’où il suit qu’au temps d’Hypparque, l’année tropique éloit de 
12", 6769 plus longue qu’en 1750. L’obliquité de l’écliptique éloit 
plus grande alors de 2948",2. Enfin, le grand axe de l’orbe solaire 
a coïncidé avec la ligne des équinoxes, dans l’année 4o8g avant 
notre ère ; il lui a été perpendiculaire en 1248. 

J’ai déterminé la masse de la lune, par les observations des 
marées dans le port de Brest. Quoique ces observations laissent 
beaucoup à desirer encore 5 cependant elles donnent avec assez de 
précision , le rapport de l’action de la lune à celle du soleil sur les 
marées de ce port. Mais j’ai observé dans le n°. 18 du quatrième 
livre , que les circonstances locales peuvent influer très-sensible- 
ment sur ce rapport, et par conséquent sur la valeur qui en résulte 
pour la masse de la lune. J’ai indiqué dans le meme livre, divers 
moyens pour reconnoître cette influence; mais ils exigent des 
observations très-précises des marées, et celles qui ont été faites à 
Brest, présentent encore assez d’incertitude, pour craindre une 
erreur au moins d’un huitième , sur la valeur de la masse de la 
lune. Les observations des marées équinoxiales et solsticiales, sem- 
blei}t même indiquer dans l’action de la lune sur ces marées, une 
augmentation d’un dixième , due aux circonstances locales ; ce qui 
diminueroit d’uu dixième, la valeur que j’ai assignée à la masse de 
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la lune. Il paroît, en effet, par divers phénomènes astronomiques, 
que cette valeur est un peu trop grande. 

Le premier de ces phénomènes , est l’équation lunaire des tables 
du soleil. J’ai trouvé dans le n". ag du sixième livre poul- 

ie coefficient de cette équation , en supposant la parallaxe du soleil , 
égale à 2 y'',a. Il seroit c 6 '', 47 i 4 , si la parallaxe du soleil éloit 
26",4205 , telle que je l’ai conclue de la théorie de la lune , comme on 
le verra dans le livre suivant. Delambre a déterminé ce coefficient 
par la comparaison d’un très-grand nombre d’observations, et il 
l’a trouvé égal à a 3 ",i 48 ; ce qui en admettant la secondé de ces 
parallaxes du soleil , que plusieurs Astronomes ont conclue du 
dernier passage de Vénus sur le Soleil , donne la masse de la lune, 

de celle de la terre. 

<> 9)2 

Le second phénomène astronomique est la nutation âm l’axe 
terrestre. J’ai trouvé dans le n". 13 du livre V, le coefficient de 
l’inégalité de cette nutation, égal à 31", 036, en supposant la masse 
de la lune , divisée par le cube de sa moyenne distance à la terre, 
triple de la masse du soleil , divisée par le cube de la moyenne 

distance de la terre au soleil ; ce qui suppose la masse de la lune — ^ 

5 8,6 

de celle de la terre. Maskeline a trouvé par la comparaison de toutes 
les observations de Bradley , sur la nutation , le coëlficient de cette 

inégalité égal à 29'',47î 5 ce résultat donne la masse de la lune 

71,0 

de celle de la terre. 

Enfin, le troisième phénomène astronomique, est la parallaxe 
de la lune. On verra dans le livre suivant, que la constante de l’ex- 
pression de cette parallaxe, en fonction de la longitude vraie de la 

lune, est 10580", 3 , en supposant la masse de la lune — de celle de 

58,6 

la terre. Burg qui a déterminé cette constante, par un très-grand 
nombre d’observations de la lune, l’a trouvée égale i0592",7i j et 
l’on verra par les formules que nous donnerons dans le livre sui- 
vant , que ce résultat correspond à une masse de la lune — ^ de 

74,3 

celle de la terre. Il paroît donc> par l’ensemble de ces trois phéno- 
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mènes, qu’il faut diminuer un peu la masse de la lune, qui résulle 
des phénomènes des marées observées à Brest, et qu’ainsi l’action 
de la lune sur les marées de ce port, est sensiblement augmentée 
par les circonstances locales j car les observations multipliées soit 
(les hauteurs, soit des intervalles des marées, ne permettent pas de 
supposer celte action sensiblement plus petite que le triple de l’ac- 
tion du soleil. 

La valeur la plus vraisemblable de la masse de la lune, qui me 

])aroît résulter des divers phénomènes est -7^ de celle de la terre. 

68,5 

En employant cette valeur, on trouve 23 ",370, pour le coefficient 
deréquatioii lunaire des tables du soleil, et 10589'',! 3 , pour lu cons- 
tante de l’expression de la parallaxe de la lune. On trouve encore 
29", 77g. cos. (longitude du nœud de la lune), pour l’inégalité de la 
nutation, et — 5 5 ", 648 .sin. (tang. du nœud C), pour rinégalilé de la 
précession des équinoxes. Le rapport de Faction de la lune à celle 
du soleil sur la mer est alors égal à 2,566; ainsi les observations des 
marées dans le port de Brest, ayant donné 3 pour ce rapport, il 
paroît qu’il est augmenté par les circonstances locales, dansla raison 
(le 3 à 2,566. Des observation^ ultérieures et très-préciscs fixeront 
invariablement ces divers résullalsjsur lesquels il ne reste plus que 
très-peu d’incertitude. 

La masse de Jupiter paroît bien déterminée. Celle de Saturne 
présente encore quelque incertitude, et il est bien a desirer qu’on la 
lasse disparoître par l’observation des plus grandes élongations dp 
ses deux derniers satellites, déterminées dans deux points opposés 
des orbites , afin d’avoir égard à l’ellipticité de ces orbites. On 
pourra encore employer pour cet objet, la grande inégalité de 
Jupiter, lorsque les moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne 
seront bien connus; car ils ont une influence très- sensible, sur le 
diviseur (5/1^ — qui affecte cette inégalité. Il me paroît vraisem- 
blable qu’il faut augmenter d’une ou deux secondes, le moyen 
mouvement annuel que j’ai assigné à Jupiter, et diminuer à-peu- 
près de la même quantité , celui que j’ai assigné à Saturne. Les 
inégalités périodiques de Jupiter et d’üranus produites par Faction 

do 
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tie Saturne, offrent encore un njoyen assez exact pour déteriiiiiit r 
la masse de cette dernière planète. 

* La valeur que j’ai assigiiée à la masse 4’üï’anus, dépend de la 
plus grande élongation de ses satellites, observée par Herscliel. 
Ces élongations doivent être vérifiées avec un soin particulier. 

' Quatità'la massfede Mercure; les iiié^lités qu’elle produit dans 
le mouvement de Vénus , peuvent servir à la vérifier. Heureuse- 
ment, son influence sur le système planétaire étant très-petite, 
l’erreur qui peut exister encore sur la valeur de cette masse, est 
presque insensible. 


Mécan. cél. Tojne lit * 


X 
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CHAPITRE XVII. 


Sur la formàtion des tables ûstrommiques , et sur le plan 
invuriahle du système planétaire. 

45% Nous allons présentement indiquer la méthode dont on doit 
faire usage dans la formation des tables astronomiques. Quoique 
nous ayons donné les inégalités tant en longitude qu’en latitude, 
qui ne sont que d’un quart de seconde ; cependant les observations 
les plus parfaites ne comportant point ce degré de précision, on 
peut simplifier les calculs, en négligeant les inégalités au-dessous 
crime seconde. On formera, au moyen d’un grand nombre d’obser- 
vations choisies et disposées d’une manière avantageuse, le même 
nombre d’équations de condition entre les corrections des élémens 
elliptiques de chaque planète. Ces élémens étant déjà connus a très- 
peu- près , leurs corrections sont assez petites pour que l’on puisse 
en négliger les carrés et les puissances supérieures, ce qui rend les 
équations de condition , linéaires. On ajoutera ensemble toutes les 
équations dans lesquelles le coefficient de la même inconnue, est 
considérable ; de manière que leurs sommes donnent autant d’équa- 
tions que d’inconnues : en éliminant ensuite , on déterminera 
chaque inconnue. On pourra même déterminer par ce moyen, les 
corrections dont les masses supposées aux planètes sont suscepti- 
bles. Si les valeurs numériques des inégalités planétaires sont exac- 
tement calculées, oc dont on s’assurera en vérifiant avec soin les 
résultats précédens ; alors on pourra, à chaque observation nou- 
velle, former une nouvelle équation de condition j en éliminant 
ensuite , tous les dix ans , les corrections fournies par ces équations 
et imr toutes les précédentes , on corrigera sans cesse les élémens 
des tables, et l’on parviendra ainsi à des tables de plus en plus 
exactes , pourvu , toutefois, que les comètes ne viennent point alté- 
rer ces élémens ; mais il y a tout lieu de croire que leur action sur le 
système p^uétaire est insensible. 
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46 * Nous avons déterminé dans le n®. 6a da second livre, lo 
plan invariable à Fégard duquel la somme des produits de la masse 
de chaque planète, par Paire que son ^ayon Vecteur projeté sur ce 
plan décrit autour du soléil, est un maximum. Si l’on nomme y l’in- 
clinaison de ce plan, à l’écliptique fixe de 1750 5 et n la longitude 
de son nœud ascendant sur ce plan ; on a par le n®. cité. 


tang. y.sin. n 


tang.T'.cos.n = 


2 . m . ]/a . sin. ip i sîn. 9 

^.m.V a.(i — e^J.cos.^ 

. sin. . cos. # 
I — e*^.cos.^ 



Je signe inlégrîil 2 aux différences finies , embrassant tous les termes 
semblables relatifs à chaque planète. Si l’on fait usage des valeurs 
de m, Uj (p, et 9 données pour chacune d’elles , dans le n®. as , 
on trouve par ces formules , 


y — 1^,7689 ; 
n=ii4®,3979. 

En substituant ensuite pour e (p et 9 , leurs valeurs relatives a 
l’époque de 1 g 50 ^ on a 

y = 1V689; 
n = h 4®,}934 ; 

ce qui diffère très-peu des valeurs précédentes , et ce qui fournit 
une confirmation des variations trouvées précédemment pour les 
inclinaisons et les nœuds des orbes planétaires. 
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C H P I T R E X V I I L 


De Faction des étoiles sur le système planétaire. 

4y* Pour compléter^ la théorie des perturbations du système 
planétaire, il nous reste à considérer celles que ce système éprouve 
de la part des comètes et des^ étoiles. Mais vu l’ignorance où nous 
sommes des élémens des orbites de la plupart des comètes , et 
même de l’existence de celles qui ayant une grande distance péri- 
hélie, se dérobcnj regarçjs, et cependant peuvent agù' suivies 
planètes éloignées j iliVe^t pas possible de déterminer leur action. 
Heureusement, il y a plusieurs raisons de croire que les masses des 
comètes sont très-petites, et qu’ainsi leur action est insensible j 
nous nous bornerons donc ici à considérer Faction des étoiles. 

Reprenons pour cet objet, les formules (-X), et {Z) du 

n'’, 46 du second livre , 

j a. cos. ^'•fnclt.r.sin.y. 

.fndt^r* COB, 


cTr = 


-«.sin. c. 


Sy = 


ft.\/ 1 — e* 

ür.d.>r+ dr.H , 30 j „ , aa 

— J- — — 

.ndt (A 


XX) 


.f ndt . r. 


d^\ 

Ht) 


yr 


-e* 


(n 


Is. 


/dR\ . . , 

o.cos. i>.f ndt.r.ain. f».! j— «.3in.»'.y ndt. r, cos. *'•1 J 


.y 7. 


5(-^) 


Désignons par m ' la niasse d’une étoile; par x', y'-, z', ses trois coor- 
données rectangles, rapportées au centre de gravité du soleil; et 
par r, sa distance à ce centre; x , y , z étant les trois coordonnées 
de la planète m, et r étant sa distance au soleil. On aura par 
le n®. 46 du second livre, 

m' . ( X x' y y ) m' 


J? = 
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En développant le second membre de cette équation , suivant les 
puissances descendantes de r, on aura 



m'.i- 

aK’ 


, , (xx'-hyy’ + zz’ — ir*)^ 

•T fjt • 


+ &c. 


Prenons pour plan fixe , celui de l’orbite primitive de la planète ; 
nous aurons , en négligeant le carré de .z, 

x = r.cos.v ; y = r-sin.v ,• z = rs. 

Nommons ensuite / la latitude de l’étoile m\ et U sa longitude j nous 
aurons 

r .cos. /.cos. U ; y' = r'.cos. /.sin. U ; z = r .sin./; 
d’où l’on tire , en négligeant les puissances descendantes de r, au- 
dessus de /*, 


^ I 2 — 3 .cos.*./ — 3 .C 0 S.*./.C 03 .(' 2 U — 2 
/ 4r'^ \ — 6s.sin. 2/.COS. ('t'-— Z7^ j 


Maintenant, r, /, et Î7, variant d’une manière presque insensible , 
si l’on désigne par iî,,la partie de H, divisée par on a en négli- 
geant le carré de l’excentricité de l’orbite de m , et le terme dépen- 
dant de .s , et qui est de l’ordre des forces perturbatrices que m 
éprouve par l’action des planètes, 


/dH = H- 


m'.a^ 

4r'^ 


.t'a — 3.cos.*/^ ; 



La formule ( X ) deviendra ainsi , en supposant 1^ = 1 , ce qui 
revient à très-peu- près à prendre pour unité la masse du soleil , 

J'r = 4 O. cos. v./ ndt.rR,. sin, p — 4a. sin. v .fndt.rR^. cos. v. 


Substituons pour r sa valeur a. { i-l-e.cos.('v — et pour ndt, 
sa valeur dp. {1 — '2e.cos,(p — «J}; et négligeons sous le signe /, 
les termes périodiques affectés de l’angle p j nous aurons, 


Tïif dv 

ndt.r.R^.sin.p— — — .[C i- 7.cos.“/^.e.8in.'v -f--;.cos.*/.e.sin.(' -w- 

, ^ Tn\a^,di/ ^ ^ 

ndt.r,R^.cos,p ~ — — .(( i-7.cos.®/^.^.cos.'»’-|.cos.*/.^.cos.('^ 'zr-*iUy.y 

ce qui donne, en regardant , r’ y et U, comme cons tans à très- 
peu-près, 
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— = — — |.co3. a - J - 7.cos.*/.^.sin.('f'+'»‘-2C0}. 
Maintenant on a 

— = fe-cos. (i> — sin. (v \ 

a 

en comparant cette équation à la précédente, on aura 

3 iri^ . . V 

<J'e = — — .C03.* l.e.&in. ^a-» — 2 17J ; 

771^ . . 1/ 

/-w = — . { 1 — |.cos.*/ — |.cos.*/-cos. ('a'w — lU))- 

T 

Ainsi Faction de l’étoile m' produit des variations séculaires dans 
l’excentricité et dans la longitude du périhélie de l’orbite de la 
planète m ; niais ces variations sont incomparablement plus petites 
que celles qui sont dues à Faction des autres planètes. En effet, si 
Ton suppose que m soit la terre , r ne peut pas , d’après les observa- 
tions, être supposé plus petit que looooo.a, et alors le terme 

JJl' , ^ y 

— - — n’excède pas 

r '* 

. o'^,oooooooo 4 

^ exprimant un nombre d’années juliennes • ce qui est incompara- 
blement au-dessous de la variation séculaire de l’excentricité de 
Forbe terrestre, résultante de Faction des planètes, et qui par le 
n®. 2 5 , est égale à 

— #.0^89565 ; 

à moins qia’on ne suppose à m' une valeur entièrement iuA'raisem- 
blable. De-là , nous pouvons conclure que l’action des étoiles n’a 
aucune influence sensible sur les variations séculaires des excen- 
tricités et des périhélies des orbes planétaires ; et il est facile devoir 
])ar le développement de la formule {Z ) , que leur action n’a pareil- 
lement aucune influence sensible sur la position de ces orbes. 

Examinons présentement leur influence sur le moyen mouve- 
ment des planètes. Pour cela, nous observerons que la formule (T) 
donne danse?. J'v, le terme 4 ano?/./î^,et par conséquent , le terme 

m'.a^ , . 

—p^.ndt. {2 — 3.COS.V}. 

Supposons r égal à r/ . fi — * 0 > et / égal à . ft — ; r/ et /, étant 
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les valeurs de r el de / en 1750, ou lorsque / = o 5 on aura dans </'*> 
la variation 

3 m' . , 1 m' . a* . 

• • ^ 1—— — • COS. •Tl ^ ,2 • sin» ^ • C •Tl /*, 


'3 




Les observations ne donnent point la valeur de <tt } mais elles 
peuvent faire connoUre celle de En supposan t pour la terre, C=z 1 ", 

Tf\! . 

et r/ = 100000. a / la quantité devient à très-peu-près, 

10*^ ^ 

quantité insensible depuis les observations les plus anciennes. 

L’expression de ^ contient encore par ce qui précède, les 
termes 

q - , , sîn.2/ ) Sm'.a^ . 

. m •a • ndt ./d . | — ^ — . co 5 .( v — c/^ j . 5 .sin. 2 Z. cos/^t^- 17 )j 


or on a 


dp . dq 

s= t. — .sin.v — t*—.cos,pi 
dù dt ’ 

cc qui donne en négligeant les quantités multipliées par le sinus et 
le cosinus de l’angle p , 

5.sin.2/ ^ sin.a/ {dp , dq 1 

-77-- • cos- = TTT • u-^t.-.cos.uy, 

et par conséquent 

i.sin.a/ sin.ïi {dp . dq "j 

^ a r ® {dt dt J ’ 

d’où résulte dans d^fv, le terme 

ai m'.a^ . (dp . dq 

— . ,nt dt.sm.' 2 l.{ — .sin, 1/ — 

et par conséquent dans S'u , l’inégalité séculaire, 


■ . cos. U ] ; 


J’ 


ai m .a 


' «3 


(dp . dq 

i — . siTi . ly — — . 


- .7U*.sin. 2/. ! ---.sin. 17 -.cos 

/3 ( dt dt 


.z/j. 


Nous avons donné dans le n°. 31, relativement à la terre, les 
valeurs de ^ et de En les substituant dans la fonction précé- 
dente ; on voit qu’elle est insensible depuis les observations les plus 
anciennes. . 

Il est facile de s’assurer que les résultats précédens ont encore 
lieu relativement aux planètes les plus dislaiiles du soleil j ainsi 
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l’action des étoiles sur le système planétaire, est à raison de leur 
grande distance, totalement insensible. 

Il reste présentement à comparer aux observations , les formules 
des perturbations planétaires, exposées dans ce livre, et princi- 
palement celles des deux grandes inégalités de Jupiter et de Sa- 
turne; mais cette comparaison exigeroit de trop longs dévelop- 
pemens. Il me suffira de remarquer ici , qu’avant la découverte de 
ces inégalités, les erreurs des meilleures tables s’élevoient à trente- 
cinq ou quarante minutes, et qu’elles n’excèdent pas maintenant 
une minute. Halley avoit conclu de la comparaison des observa- 
tions modernes, soit entre elles, soit aux observations anciennes , 
que le mouvement de Saturne se rallcnlit, et que celui de Jupiter 
s’accélère de siècle en siècle. Lambert avoit reconnu , par les obser- 
vations modernes, que le mouvement de Saturne s’accélère présen- 
tement, et que celui de Jupiter se rallenlit. Ces deux phénomènes 
opposés en apparence, indiquoient dans les mouveinens de ces 
deux planètes, de grandes inégalités à longues périodes, dont il 
imporloit de connoîlre les loix et la cause. En soumellant à l’ana- 
lyse, leurs perturbations réciproques; je parvins aux deux prin- 
cipales inégalités exposées dans les chapitres XII et XIII de ce 
livre; et je vis que les phénomènes observés par Halley et Lambert, 
en découlent naturellement, et qu’elles représentent avec une 
exactitude remarquable, toütes les observations anciennes et mo-. 
dernes. Leur grandeur et la longueur de leurs périodes qui embras* 
sent pl us de neuf cents ans, dépendent , comme on l’a vu, du rapport 
presque commensurable qui existe entre les moyens raouvemens 
de Jupiter et de Saturne : ce rapport donne naissance à pl usieu rs autres 
illégalités considérables que j’ai déterminées, et qui ont donné aux 
tables, la précision dont elles jouissent maintenant. La même ana- 
lyse, transportée à toutes les planètes, m’a fait découvrir dans leurs 
mouvemens,des inégalités très sensibles que l’observation a confir- 
mées. J’ai lieu de croire que les formules précédentes , calculées 
avec un soin particulier, ajouteront une précision nouvelle auap 
tables des mouvemens du système planétaire. 


LIVRE 



LIVRE VII 


THÉORIE DE LA LUNE. 


La théorie de la lune a des difficultés qui lui sont propres , et qui 
résultent de la grandeur de ses nombreuses inégalités, et du peu de 
convergence des séries qui les donnent. Si cet astre étoit plus près 
de la terre; les inégalités de son mouvement seroient moindres, et 
leurs approximations plus convergentes. Mais à la distance où il se 
trouve, ces approximations dépendent d’une analyse très compli- 
quée, et ce n’est qu’avec une attention paii:iculière, et au moyen de 
considérations délicates, que l’on peut déterminer l’influence des 
intégrations successives, sur les différens termes de l’expression de 
la force perturbatrice. Le choix des coordonnées n’est point indif- 
férent au succès des approximations : la force perturbatrice du 
soleil dépend des sinus et cosinus des élongations de la lune au 
soleil, et de ses multiples ; leur réduction en sinus et cosinus 
d’angles dépendans des moyens mouvemens du soleil et de la lune, 
est pénible et peu convergente, à raison des grandes inégalités do 
la lune ; il y a donc de l’avantage à éviter cette réduction , et a déter- 
miner la longitude moyenne de la lune, en fonction de sa longitude 
vraie, ce qui peut être utile dans plusieurs circonstances. On pourra 
ensuite, si on le juge convenable, déterminer avec précision, par 
le retour des séries, la longitude vraie, en fonction de la longitude 
moyenne. C’est sous ce point de vue , que je vais envisager la théorie 
de la lune. 

Pour ordonner les approximations; je distingue en divers ordres, 
les inégalités et les termes qui les composent. Je considère comme 
quantités du premier ordre, le rapport du moyen mouvement du 
soleil à celui de la lune , les excentricités des orbes de la lune et de la 
terre, et l’inclinaison de l’orbe lunaire à l’écliptique. Ainsi, dans 
r'expression de la longitude moyenne en fonction de la longitude 
vraie, le principal terme de l’équation du centre delà lune, est du 
Mkoan. cjél. Tome IIL Y 
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premier ordre :1e second ordre comprend le second terme de cette 
équation , la réduction à l’écliptique, et les trois grandes inégalités 
connues sousics nomsàevarialion^A^ direction ^XAdéquationannuelle, 
Les inégalités Jdu troisième ordre sont au nombre de quinze : les 
tables actuelles les renferment toutes , ainsi que les inégalités les plus 
considérables du quatrième ordre; et c’est par-là qu’elles représen- 
tent les observations, avec une précision qu’il sera difficile de sur- 
passer, et à laquelle la géographie et l’astronomie nautique sont 
principalement redevables de leurs progrès. 

Mon objet, dans ce livre, est de montrer dans la seule loi de la 
pesanteur universelle, la source de toutes les inégalités du mouve- 
ment lunaire, et de me servir ensuite de cette loi, comme moyen 
de découvertes, pour perfectionner la théorie de ce mouvement, 
et pour en conclure plusieurs élémens iinportans du système du 
monde , tels que les équations séculaires de la lune, sa parallaxe , 
celle du soleil , et l’applatissement de la terre. Un choix avantageux 
de coordonnées , des approximations bien conduites, et des calculs 
faits avec soin, et vérifiés plusieurs fois, doivent donner les mêmes 
résultats que l’observation ; si la loi de la pesanteur en raison 
inverse du carré des distances est celle de la nature. Je me suis 
donc attaché à remj^lir ces conditions qui exigent des considéra- 
tions tiès'délicates, dont l’omission est la cause des discordances 
que présentent les théories connues de la lune. C’est dans ces 
diverses considérations que consiste la vraie difficulté du problème. 
On peut aisément imaginer un grand nombre de moyens difl’érens 
et nouveaux, de Je mettre en équation; mais la discussion de tous 
les termes qui, très-petits en eux-mêmes, acquièrent une valeur 
sensible par les intégrations successives, est ce qu’il offre de plus 
dillicile et de plus iriiporlant, lorsque l’on se propose de rapprocher 
la théorie de l’observation ; ce qui doit être le but principal de 
^anal 3 ^sc. J’ai déterminé tontes les inégalités du premier, du second 
et du troisième ordre, et les inégalités les plus considérables du 
qua!rième,en portant la précision jusqu’aux quantités du quatrième 
ordre inclusivement, et en conservant celles du cinquième ordre, 
qui se sont pr^esentées d elles-mêmes. Pour comparer ensuite mon 
auâlyse aux observations ; j’ai considéré que les coëlliciens des 
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tables lunaires de Mason, sont le résultat delà comparaison de la 
théorie de la pesanteur , avec onze cent trente- sept observations de 
Bradley , faites dans Fintervalle de 1750 à 1760. Burg, astronome 
distingué, vient de les rectifier au moyen de plus de trois mille 
observations de Maskeline , depuis 1765 jusqu’en 1793 j les correc- 
tions qu’il y a faites sont peu considérables : il y a ajouté neuf 
équations indiquées par la théorie. Les tables de ces deux astro- 
nomes sont disposées dans la meme forme que celles de Mayer, 
dont elles sont des perfectionneinens successifs* car on doit à cet 
astronome célèbre, la justice d’observer non-seulement qu’il a 
formé le premier, des tables lunaires assez précises pour servir à la 
solution du problème des longitudes, mais encore que Mason et 
Burg ont puisé dans sa théorie, les moyens de perfectionner leurs 
tables. On y fait dépendre les argumens les uns des autres pour 
en diminuer le nombre : je les ai réduites avec un soin particulier , 
à la forme que j’ai adoptée dans ma théorie, c’est-à-dirc en sinus 
et cosinus d’angles croissans proportionnellement à la longitude 
vraie de la lune. En y comparant les coëfficiens de mes formules ; 
j’ai eu la satisfaction de voir que la plus grande différence qui dans 
la théorie de Mayer, l’une des plus exactes qui aient paru jusqu’à 
ce jour , s’élève à près de cent secondes , est ici réduite à trente 
relativement aux tables de Mason, et au-dessous de vingl-six 
secondes, relativement aux tables de Burg, qui sont encore j^lus 
précises. On diminueroit cette différence, en ayant égard aux 
quantités du cinquième ordre, qui ont de l’influence, et que l’ins- 
pection des termes déjà calculés peut faire connoître : c’est ce que 
prouve le calcul de deux inégalités dans lesquelles j’ai porté l’ap- 
proximation jusqu’aux quantités de cet ordre. Ma théorie se rap- 
proche encore plus des tables à l’égard du mouvement en latitude : 
les approximations de ce mouvement sont plus simples et plus 
convergentes, que celles du mouvement en longitude 5 et la plus 
grande différence entre les coëfficiens de mon analyse et ceux des 
tables, n’est que de six secondes, en sorte que l’on peut regarder 
celte partie des tables, comme étant donnée par la théorie elle- 
même. Quant à la troisième coordonnée de la lune, ou à sa paral- 
laxe 5 on a préféré avec raison, d’en former les tables, unique- 
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ment par la théorie qui, vu la petitesse des inégalités de la paral- 
laxe lunaire , doit les donner plus exactement que les observations. 
Les différences entre mes résultats sur cet objet, et ceux des 
tables, sont donc celles qui existent entre ma théorie et celle de 
Mayer, suivie dans ce point par Masou et Burg ; elles sont si 
petites, qu’elles méritent peu d’attention ; mais comme ma théorie 
se rapproche plus de l’observation, que celle de Mayer, à l’égard 
du mouvement en longitude j j’ai lieu de penser qu’elle jouit du 
même avanüige à l’égard des inégalités de la parallaxe. 

Les mouvemens du périgée et des nœuds de l’orbe lunaire , 
offrent encore un moyen de vérifier la loi de la pesanteur. licur 
première approximation n’avoit donné d’abord aux Géomètres, 
que la moitié du premier de ces mouvemens, et Clairaut en avoit 
conclu qu’il falloit modifier celte loi, en lui ajoutant un second 
terme. Mais il fit ensuite l’importante remarque , qu’une approxi- 
mation ultérieure l’approchoit la théorie de l’observation. Le mou- 
vement conclu de mon analyse ne diffère pas du véritable, de sa 
(juatre cent quarantième partie : la différence n’est pas d’un trois 
cent cinquantième, à l’égard du mouvement des nœuds. 

Ue-là il suit incontestablement que la loi de la gravitation uni- 
verselle est l’unique cause des inégalités de la lune ; et si l’on con- 
sidère le grand nombre et l’étendue de ces inégalités , et la proxi- 
mité de ce satellite à la terre; on jugera qu’il est de tous les corps 
célestes, le plus propre à établir cette grande loi de la nature, et 
la puissance de l’analyse, de ce merveilleux instrument sans lequel 
il eût été impossible cà l’esprit humain de pénétrer dans une théorie 
aussi compliquée, et qui peut être employé comme un moyen de 
découvertes , aussi certain que l’observation elle-même. 

Parmi les inégalités périodiques du mouvement lunaire en lon- 
gitude , celle qui dépend de la simple distance angulaire de la lune 
au soleil , est importante , en ce qu’elle répand un grand jour sur 
la parallaxe solaire. Je l’ai déterminée en ayant égard aux quanti- 
tés du cinquième ordre , et même aux perturbations de la terre 
par la lune, ce qui est indispensable dans cette recherche épineuse. 
Burg l’a trouvée de 377", 71 par la comparaison d’un très-grand 
nombre d’observation.'*. En égalant ce résultat à celui de mon 
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analyse ; on a 526", 4205 pour la parallaxe moyenne du soleil , la 
mêmeque plusieurs Astronomes ont conclue du dernier passage de 
Vénus sur cet astre. 

Une inégalité non moins importante, est celle qui dépend de la 
longitude du nœud de la lune. L’observation l’avoit indiquée a 
Mayer, et Mason l’a voit fixée à 2 3", 765; mais comme elle ne 
paroissoit pas résulter de la théorie de la pesanteur , la plupart des 
Astronomes la négligeoient. Celle théorie approfondie m’a fait voir 
qu’elle a pour cause, l’applalissemcnt de la terre. Burg l’a trouvée 
par un grand nombre d’observations de Maskeline, égale à 20 ',9875 

ce qui répond à l’applalissement . 

On peut encore déterminer cet applatissement , au moyen d’une 
inégalité du mouvement lunaire en latitude, que la théorie m’a 
fait connoître , et qui dépend du sinus de la longitude vraie de la 
lune : elle est le résultat d’une nutation dans l’orbe lunaire, pro- 
duite par l’action du sphéroïde terrestre , et correspondante à celle; 
que la lune produit dans notre équateur, de manière que l’une de 
ces nutations est la réaction de l’autre j et si toutes les molécules 
de la terre et de la lune étoient fixement liées entre elles , par des 
droites inflexibles et sans masse; le système entier scroit en éqtii- 
libre autour du centre de gravité de la terre, en vertu des forces 
qui produisent tes deux nutations; la force qui anime la lune, 
compensanlsa petitesse, par la longueur dulevier auquel elle serclt 
attachée. On peut représenter celte inégalité en latitude , en con- 
cevant que l’orbe lunaire, au lieu de se mouvoir uniformément 
sur l’écliptique, avec une inclinaison constante, se meut avec les 
mêmes conditions , sur un plan très-peu incliné à l’écliptique , 
et passant constamment par les équinoxes , entre l’écliptique et 
l’équateur; phénomène que nous retrouverons d’une manière en- 
core plus sensdfie , dans la théorie des satellites de Jupiter. Ainsi, 
cette inégalité diminue l’inclinaison de l’orbite lunaire a 1 éclip- 
tique , lorsque le nœud ascendant de cette orbite coïncide avec 
l’équinoxe du printemps : elle l’augmente, lorsque ce nœud coïn- 
cide avec l’équinoxe d’automne ; ce qui ayant eu lieu en 1755, a 
rendu trop grande, l’inclinaison que Alason a déterminée par les 
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observations de Bnidley de 1750 à 1760. En effet, Burg qui l’a 
déterminée par des observations faites dans un plus long inter- 
valle, et en ayant égard à l’inégalité précédente , a trouvé une 
inclinaison plus petite de ii",43. Cet Astronome a bien voulu, à 
ma prière, déterminer le coefficient de cette inégalité, par un très- 
grand nombre d’observations, et il l’a trouvé égal à — 24",6gi4; 

il en résulte — - — iiour l’applatissement de la terre , le même à 

très-peu près que donne l’inégalité précédente du mouvement en 
longitude. Ainsi la lune, par l’observation de ses mouvemens , 
rend sensible à l’aslronomie perfectionnée, l’ellipticité de la terre 
dont elle lit connoître la rondeur aux premiers Astronomes , par 
ses éclipses. Les expériences du pendule semblent indiquer un 
applatissement un peu moindre , comme on l’a vu dans le troisième 
livre : celte différence peut dépendre de.s termes par lesquels la 
terre s’écarte de la figure elliptique, et qui peu sensibles dans l’ex- 
pression de la longueur du pendule , deviennent insensibles à la 
distance de la lune. 

Les deux inégalités précédentes méritent toute l’attention des 
observateurs; car elles ont sur les me.sures géodésiques, l’avantage 
de donner l’applatissement de la terre, d’une manière moins dépen- 
dante des irrégularités de sa figure. Sila terre étoit homogène, elles 
seroient beaucoup plus grandes que suivant les observations qui 
concourent ainsi avec les phénomènes de la précession des équi- 
noxes , et de la varifilion de la pesanteur, à exclure l’homogénéité 
de la terre. Il en résulte encore que la pesanteur de la lune vers la 
terre , se compose des attractions de toutes les molécules de celte 
planète ; ce qui fournit une nouvelle preuve de l’attraction de 
toutes les parties de la matière. 

La théorie combinée avec les expériences du pendule , les me- 
sures géodésiques, et les phénomènes des marées , donne la cons- 
tante de l’expression de la parallaxe lunaire , plus petite que sui- 
vant les tables de Mason. Elle est très-peu différente de celle que 
Burg a déterminée par un grand nombre d’observalions de la lune, 
d’éclipses de soleil , et d’occultations d’étoiles par la luiie : il suffit 
de diminuer un peu la masse de ce satellite , déterminée par les 
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phénomènes des marées , pour faire coïncider cette constante avec 
le résultat de cet habile Astronome; et cette diminution est indi- 
quée par les observations de l’équation lunaire des tables du soleil, 
et de la nutation de Taxe terrestre ; ce qui semble prouver que dans 
le port de Brest, le rapport de l’action de la lune à celle du soleil 
sur la mer , est sensiblement augmenté par les circonstances 
locales. Des observations ultérieures de tous ces plicnomèncs 
lèveront cette légère incertitude. 

L’un des plus intéressans résultats de la théorie de la pesan- 
teur , est la connoissance des inégalités séculaires de la lune. Les 
anciennes éclipses indiquoient dans son mouvement moyen , une 
accélération dont on a cherché long- temps et inutilement la cause. 
Enfin la théorie m’a fait connoître qu’elle dépend des variations 
séculaires de l’excentricité de l’orbe terrestre; que la même cause 
rallentit les moyens uiouvemens du périgée de la lune et de ses 
nœuds, quand celui de la lune s’accélère; et que les équations 
séculaires des moyens mouvemens de la lune , de son périgée et de 
ses nœuds, sont constamment dans le rapport des nombres 1, 3 et 
0,74. Les siècles à venir développeront ces grandes inégalités qui 
sont périodiques comme les variations de l’excentricité de l’orbe 
terrestre, dont elles dépendent, et qui produiront, un jour, des vai ia- 
tions au moins égales au quarantième de la circonférence, dans le 
mouvement séculaire de la lune , et au douzième de la circonfé- 
rence, dans celui de son périgée. Déjà les observations les conlir- 
ment avec une précision remarquable : leur découverte me lit 
juger qu’il falloit diminuer de quinze à seize minutes, le mouve- 
ment séculaire actuel du périgée lunaire, que les Astronomes 
avoient conclu par la comparaison des observations modernes aux 
anciennes : toutes les observations faites depuis un siècle, ont mis 
hors de doute , ce résultat de l’analyse. On voit ici un exemple de la 
manière dont les phénomènes , en se développant, nous éclairent 
sur leurs véritables causes. Lorsque la seule accélération du moyen 
mouva-ment de la lune éloit connue, on pouvoit l’attribuer à la 
résistance de l’éther, ou à la transmission successive delà gravité ; 
mais l’analyse nous montre que ces deux causes ne produisent 
aucune altération sensible dans les moyens mouvemens des nœuds 
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et lia périgée lunaire j ce qui suffiroit pour les exclure, quand 
même la vraie cause seroit encore ignorée. L’accord de la tliéoric 
avec les observations , nous prouve que si les moyens mouve- 
mens de la lune sont altérés par des causes étrangères à raclioii do 
la pesanteur, leur influence est très-petite, et jusqu’à présent in- 
sensible. 

Cet accord établit d’une manière certaine, la constance de la 
durée du jour, élément essentiel de toutes les théories astronomi- 
ques. Si cette durée surpassoitinaiutenantd’un centième de seconde, 
celle du temps d’Hypparque 5 la durée du siècle actuel seroit plus 
grande qu’aloi's, de 365'',2 5 : dans cet intervalle , la lune décrit un 
arc de 554/, 6 j le moyen mouvement séculaire actuel de la lune en 
paroîtroit donc augmenté de cette quantité, ce qui ajouteroit 13 '^,51 
à son équation séculaire que je trouve par la théorie, de 3 i '',4248 
pour le premier siècle compté de 1750. Celle augmentation est 
incompatible avec les observations qui ne permettent pas de sup- 
poser une équation séculaire plus grande de 5", que celle qui 
résulte de mon an.alyse ; on peut donc affirmer que la durée du jour 
n’a pas varié d’un centième de seconde , depuis llypparque ; cç qui 
confirme ce que j’ai trouvé à priori dans le 12 du cinquième 
livre , par la discussion de toutes les causes qui peuvent l’altérer. 

Pour ne rien omettre de ce qui peut influer sur le mouvement 
de la lune ; j’ai considéré l’action directe des planètes sur ce satel- 
lite, et j’ai reconnu qu’elle est très-peu sensible. Mais le soleil , en 
lui transmctlant leur action sur les élémens de l’orbe terrestre, 
rend leur influence sur les mouvemens lunaires très-remarqua- 
ble, et beaucoup plus grande que sur ces élémens eux-mêmes j en 
sorte que la variation séculaire de l’excentricité de l’orbe terrestre 
est beaucoup plus sensible dans le mouvement de la lune, que dans 
celui de la terre. C’est ainsi que l’action de la lune sur la terre , 
d’où résulte dans le mouvement de cette planète, l’inégalité connue 
sous le nom ÿ équation lunaire , est , si je puis m’exprimer ainsi , 
réfléchie à la lune par le moyen du soleil , mais afFoiblie à-peu près 
dans le rapport de cinq à neuf. Cette considération nouvelle ajoute 
à l’action des planètes sur la lune, des termes plus considérables 
que ceux qui dépendent de leur açtion directe. Je développe les 

principales 
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principales inégalités lunaires résultantes des actions directes cl 
indirectes des planètes sur la lune : vu la préçision à laquelle 
on a porté les tables de la lune, il scroit utile d’y introduire ces 
inégalités. 

La parallaxe de la lune, l’excentricité et l’inclinaison de sou 
orbite à l’écliptique vraie , et généralement les coéfliciens de toutes 
les inégalités lunaires, sont pareillement assujétis à des variations 
séculaires ; mais elles sont jusqu’à présent très-peu sensibles. C’est 
la raison par laquelle on retrouve aujourd’hui, la même inclinai- 
son que Ptoléméc avoit conclue de ses observations ; quoic|ue 
l’obliquité de l’écliptiquc à l’équateur ait diminué sensiblement 
depuis cet Astronome j en sorte que la variation séculaire de celle 
obliquité n’aftécle que les déclinaisons de la lune. Cependant, le 
coefficient de l’équation annuelle, ayant pour fiictcur rexccnlri- 
cité de l’orbe terrestre 5 sa variation est ajssez grande pour y avoir 
égard dans le calcul des anciennes éclipses. 

Les nombreuses comparaisons que Bui'g et Bouvard ont faites 
des tables de Mason, avec les observations lunaires de la fin du 
dix- septième siècle , par la Hire et Flamsteed , du milieu du dix- 
huitième par Bradley , et avec la suite non interrompue des obser- 
vations de Maskeline, depuis Bradley jusqu’à ce jour , présentent 
un résultat auquel on étoit loin de s’attendre. Les observations de 
la Hire et de Flamsteed , comparées à celles de Bradley , indiquent 
un mouvement séculaire plus grand de quinze à vingt secondes, 
que celui des tables lunaires insérées dans la troisième édition de 
l’Astronomie de Lalande, et qui dans l’intervalle de cent années 
juliennes, excède un nombre entier de circonférences, de 3 42^,09629: 
les observations de Bradley comparées aux dernières observa- 
tions de Maskeline , donnent ali contraire, un mouvement sécu- 
laire plus petit de cent cinquante secondes au moins. Enfin les 
observations faites depuis quinze à vingt ans, prouvent que 
cette diminution du mouvement de la lune est maintenant crois- 
sante. De -là résulte la nécessité de retoucher sans cesse aux 
époques des tables, imperfection qu’il importe de faire dispa-* 
roîire. Elle indique évidemment l’existence d’une ou de plusieurs 
illégalités inconnues à long’ûeâ'périodes , que la théorie seule peut 
Mécan. cél. Tome IIL Z 
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faire connoître. En rexamiiiant avec soin , je n^ai remarqué au- 
cune inégalité semblable dépendante de faction des planètes. S'il en 
existoit une dans la rotation de la terre ^ elle se manifesteroit dans 
le jnoycn mouvement de la lune, et pourroit y produire les ano- 
malies observées; mais Fexamen attentif de toutes les causes qui 
peuvent altérer la rotation de la terre, m’a convaincu de plus en 
plus, que ses variations sont insensibles. Revenant donc à Tac- 
tion du soleil sur la lune , j’ai reconnu que cette action produit une 
inégalité dont l’argument est le double de la longitude du nœud de 
l’orbite lunaire, plus la longitude de son périgée, moins trois fois 
la longitude du périgée du soleil. Cette inégalité dont la période 
est de 184 ans , dépend du produit de ces quatre quantités, le carré 
de l’inclinaison de l’orbe lunaire à l’écliptique, l’excentricité de 
cet orbe , le cube de l’excentricité de l’orbe solaire , et le rapport 
de la parallaxe du soleil à celle de la lune ; elle paroît ainsi devoir 
être insensible ; mais les grands diviseurs qu’elle acquiert par les 
intégrations, peuvent la rendre sensible , sur-tout si les termes 
les plus considérables dont elle se compose , sont affectés du même 
signe. Il est très-difficile d’obtenir son coefficient par la théorie, 
à cause du grand nombre de ses termes, et de l’extrême difficulté 
de les apprécier , difficulté beaucoup plus grande encore qu’à 
l’égard des autres inégalités de la lune; j’ai donc déterminé ce 
coefficient au moyen des observations faites depuis un siècle, et 
j’ai reconnu qu’il est égal à-peu près à 47''',5i. Son introduction 
dans les tables doit en changer les époques et le moyen mouve- 
ment. J’ai trouvé ainsi qu’il faut diminuer de 98", 654 le moyen 
mouvement séculaire des tables de la troisième édition de l’Astro- 
nomie de Lalande, et j’en ai conclu la formule suivante qui doit 
être appliquée à la longitude moyenne donnée par ces tables dont 
l’époque en 1750 est 209^,20820; 

( — 39", 4 ^ — 98", ^54./ + . quvE ] ^ 

i étant le nombre des siècles écoulés depuis ^750; E étant le 
double de lalongity,de du nœud de l’orbite lunaire, plus la lon- 
gitude de son périgée , moins trois fois la longitude du périgée 
du soleil. Celte formule représente avec une précision remar^ 
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quable^ les corrections déâ épdtjues de deâ tttblès ^ tlétèrrtiihée^ pir 
un très^grand nombre d’obseryatidtls>pôur leë siic épbqdëà dé ifiqt, 
17565 1766, 1779, *7^9 > et comme le théorie e^ùminéc aven 

la plus scrupuleuse attention ^ ne m’a point indiqué d’autres Inégali- 
tés lunaires à longues périodes, il mé paroît certain que les anoma- 
lies observées dans le moyen mdiavertient de la lune , dépendent de 
rinégalilé précédente , je ne balance donc point à la préposer aU± 
Astronomes , comme le seul moyen de corriger ces anomalies. 

On voit par cet exposé , combien d’élémens intéressans et déli- 
cats l’analyse a su tirer des observations de la lune , et combien 
il importe de multiplier et de perfectionner ces observations qui 
par leur grand nombre et leur précision , mettront de plus en 
plus en évidence , ces divex’s résulials de l’analyse. 

L’erreur des tables formées d’après la théorie que je présente 
dans ce livre , ne s’élèveroit à cent secondes, que dans des cas 
fort rares ; ces tables donneroient donc , avec une exactitude siifli- 
santé , la longitude sur la mer. Il est très-facile de les réduire k la 
forme des tables de Mayer j mais comme dans le problème des 
longitudes , on se propose de trouver le temps qui correspond k 
une longitude vraie observée de la lune ; il y a quelqu’avantage à 
réduire en tables, l’expression du temps en fonction de cette lon- 
gitude. Vu rextrêrnc complication des approximations successives, 
et la précision des observations modernes ; la plupart des inéga- 
lités lunaires ont été jusqu’ici, mieux déterminées par les observa- 
tions que par l’analyse. Ainsi, en empruntant de la théorie ce 
qu’elle donne avec exactitude , et la forme de tous les argumens ; 
en rectifiant ensuite par la comparaison d’un très-grand nombre 
d’observations , ce qu’elle donne par des approximations qui lais- 
sent quelque incertitude 3 on doit parvenir à des tables très-pré- 
cises. C’est la méthode que Mayer etMason ont employée avec suc- 
cès ; et en dernier lieu , Burg en la suivant et s’aidant des nouveaux 
progrès de la théorie lunaire, vient de construire des tables dont les 
plus grandes erreurs sont au-dessous de quarante secondes. Cepen- 
dant , il seroit utile pour la perfection des théories astronomiques, 
que toutes les tables dérivassent du seul principe de la pesanteur 
universelle , en n’empruntant de l’observation , que les données in- 

Z2 
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dispensables. J’ose croire que l’analyse suivante laisse peu de choses 
à faire pour procurer cet avantage aux tables île la lune , et qu en 
portant plus loin encore les approximations , on y parviendra 
bientôt, du moins à l’égard des inégalités périodiques; car quelque 
précision que l’on apporte dans les calculs , les niouvemens des 
nœuds et du périgée seront tpujours mieux déterminés par les 
observations. 
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CHAPITRE PREMIER. 


Intégration des équations différentielles du mouvement 

lunaire. 


1. Reprenons les équations différentielles (A) du n®. 15 du 
second livre, et donnons-leur la forme suivante, 

dv 

dt — 


(ddu \ f 2 ^/dQ\ dv^ du / ^Q\ 

_ A 

"\du J h‘ u \ cU J 

/dds \ f a r/‘^Q\ ‘^‘'1 » * /^Q\ 

K'di^j-Tr^rhüF’d.Xd,-) 

h^u \du) h‘u* \ di / 

Dans ces équations , t exprime le temps , et l’on a 


I m'.C^x'-\-yy+zz’) 

Q=— + 


i (^) 


y (y—yry(z.'-z)‘ 


M, m et m' sont les masses de la terre, de la lune et du soleil j 
x,y,z sont les cooi'données de la lune rapportées au centre de 
gravité de la terre , et à une écliptique fixe j x',y, z sont les coor- 
données du soleil ; r et r sont les rayons vecteurs de la lune et du 
soleil } s est la tangente de la latitude de la lune au-dessus du plan 

fixe ; - est la projection de son rayon vecteur sur le même plan ; 

V est l’angle fait par cette projection , et par l’axe des x ; enfin h' 
est une constante arbitraire dépendante principuleinent de la dis- 
tance de la lune à la terre. 
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La valeur précédente de Q suppose la terre et la lune sphéri- 
ques. Pour avoir sa vraie valeur due à la non sphéricité de ces corps, 
nous observerons que par les propriétés du contre de gravité, il 
faut transporter au centre de gravité de la lune, i°. toutes les 
forces dont chacune de ses molécules est animée par ructiou des 
molécules delà terre, et diviser leur somme par la niasse entière 
de la lune; les forces dont le centre de gravité de la terre est 
animé par raclion de la lune , prises en sens contraire. Cela posé , 
il est facile de voir que dM étant une molécule de la terre , ci dm 
une molécule de la lune , dont la distance à la molécule dM est /; 
on aura les forces dont le centre de gravité de la lune est animé dans 
son mouvement relatif au lour de la terre, au moyen des différences 
paiiiclles de la double intégrale 


(M m) n P dM . dm 

7 

prises par rapport aux coordonnées du centre de la lune. Ainsi 

l’on doit substituer celle fonction à — ^ — , dans Texpression ])ré- 

cédentc de Ç. Si la lune éloit sphérique , on pourroit, par le n^. i o. 
du second livre, supposer sa masse entière réunie à son centre de 


gravité; on auroit donc alors ff 


dM. dm 

~ 7 ~ 


égal à la masse //z de la lune, 


innllipliéc par la somme de toutes les molécules de la terre, divi- 
si't's par leurs distances respectives au centre de la lune ; en nom- 
mant ainsi /^"’cetlc somme , on auroit 


// 


dM.drn 


f 


m 




M 


/■^seroit i-gal à si la terre éloit sphérique ; en désignant donc 

M ^ • 1 11* ^ ^ r DM.drn 

/ par sera la partie de 1 intégrale // — ~ — ,duc 

îv la non sphéricité de la terre. Si Ton nomme pareillement la 
somme des molécules de la lune , divisées par leurs distances au 
centre de gravité do la Icrre supposée sphérique; on aura 

=M. P"; 
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en désignant ainsi par la différence ^ sera la 

dyi.dnx 1 . • • . 1 ' 1 1 

partie de l’intégiale // — , due a la non sphéricité de la lune'', 
on aura donc à très peu-près, 


(M + m) 


■ff 


dM. dm M 4- 771 




/P ^ 

M ni j 


Aî.rn ^ ^ r 

11 faut par conséquent augmenter dans Texprcssioix précédente 

, ^ >î -4- , 

de Qj , de la quantité 


r<rr /r' 




pour avoir égard à la non spliéricité de la terre et de la lune. 

2# Supposons (l’al)ord ces deux corps sphériques, et dévelop- 
pons Texpression de Qcii série. On a 

1 I 


y/fx --r/ p (y V^r'»+/»--axx--.2^y---aw' 

Ce second meinbi*e développé suivant les puissances dcsccndiuifes 
de devient 

I ^ (xx'+yy + zz.'—ir^) ^ 

. +&C. 

^ r'7 


Prenons pour unité de Masse, la somme iü f m , des masses de la 
terre et de la lune, cl observons (|ue 

v/TTT} 


COS. V 



s 

U 


Marquons efun trait pour le soleil , les quantités //, «s et relatives 
à Ja terre; nous aurons 



Q 
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J .COS.(v i^')-{-Uu' .SS ^ 1 * 

â • fl 4-i'^/T^ 

^ {uu'.COS. — l/'y'+ftw 


1 / I +M y 1 


+^ 


( 1 s^).u'" 

a. (i + j.u* 


fl 




La distance du soleil à la terre étant àtrès peu-près quatre cents 
foisplus grande que celle de la lune, î^'esttrès-petit relativement l\u; 
ainsi l’on peut, dans la théorie lunaire , négliger les ternies de Tor- 
dre r/'\ On peut encore simplifier les calculs ^ en prenant pour plan 
de projection , celui de l’écliptique. A la vérité , ce dernier plan iTest 
pas fixe ; mais dans son mouvement séculaire , il emporte Torbite 
de la lune, de manière que Tiuclinaiscjn moyenne de cette orbite 
sur lui, reste constante , en sorte que les phénomènes dépendans 
de cette inclinaison respective, sont toujours les memes. 

3 # Pour le faire voir, nous observerons que s' est , comme il 
résulte du n^. 59 du second livre , égal à une suite de termes do la 
forme A,sin. • nous la représenterons par 

S .^-.sin. (1^' -h it + y 

i étant un coefficient extrêmement petit dont nous négligerons le 
produit par mu^. La valeur de 5 sera, en négligeant les quantités 
de l’ordre égale à S.^.sin. (p + it+i) + étant la tangente de 
la latitude de la lune au-dessus de Técliptique vraie. Cela posé, on 
aura 


3 né . 


du \duj \du J 

U ^ 

cos. C U P ) — ■ — I 

uu I 

I * 

-ï .COS.^(p p') + &c,l 

2 U J 


! s . cos. (v — 1 ^') 

^.sin. (p — p' ) — s' 
dv 


En substituant dans le second membre de cette équation, au lieu 
de 5, Z .>t.sin. (p + it-\-i)-\-sj et au lieu de s\ S A.sin. ('♦'' + /£+ t) j 
il devient 


3 r 

-.|cos.é<'-^’^. 




au au 


r 


U 
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Là troisième des équations (Z.) du n®. i donne par 'conséquent, 


dds 


+ 8cc. 


OU 




ddS' , 


dit* 




i.m .U 




- * 4 “ &c. 


Si Ton néglige les excentrioitéa et Les inclinaisons des orbites , on 

a , ï/ = -V ; a' et a étant les moyennes distances du soleil et 
av a 

de la lune à la terre : on verra dans le n®. suivant, que A*= a à 
fort peu-près ; on aura donc 

dds ' . a* _ 

o = + . — . 5 , -h occ. 

dv* a ’ ' 

Nommons mt le moyen mouvement du soleil , m n^expriraant plus 

mf 

ici la masse delà lune; on aura parle n^.i6 du second livre, m*= — . 

Si Ton suppose ensuite que le temps t soit représenté par le moyen 
mouvement de la lune , ce que Ton peut toujours faire , on aura 
1 

— =r; 1 5 partant , 

aas , . ^ 

O = + + &C. 

OP* 

Substituons dans cette équation, s.A^sin. + + + au lieu 

de et observons que l’on peut ici changer it dans ip ; on aura 
dds 

O = —' + ( i+lm^).s^ + X.k. — &c.; 

ce qui donne pour la partie de S} relative au mouvement séculaire 
de l’écliptique , 

-j- /»^.it.8În. + 0 

' — i* 

Cette dernière quantité est insensible; car ip s’élevant au plus 
à cinquante secondes par année, et -J/nV qui exprime à-peu-près 
comme on le verra dans la suite , le mouvement rétrograde du 
nœud, surpassant 20°; |m* est au moins quatre mille fois plus 
grand que sÉ* / on peut donc négliger le ternie 

x 4sin. (p+ip+i) 

Mécan. cél. Tome 111 . A a 
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et alors ceMe éçjuation est indû- 
pentlante de tout ce ^ui a rapport au mouyement séculaire de 
l’écliptique. L’inclinaiaori moyenne de l’orbite lunaire à l’écliptique 
vraie, es t une des arbiti'aârés de Tintégrale de cette équation ; on voit 
donc qu’à raison de la rapidité du mouvement des noeuds de la lune, 
celte inclinaison est opnstàrite , et la^l;^titdde de lalune au-dessus 
de l’écliptique vraie, est làlnêhie que dons le cas où cette éclipti- 
que è’érolt immobile; 4oms pburroiis ' conséquentment supposer 
dans les recherches suivantes s' =; o, çe qui simplifiera les calculs. 

Nous aurons de cette manière, en négligeant les quaniités des 

ordres m'ii'V ,'01 niV®, 

_ U , , m' .u^ * ^ 

Q — — Pm U H — rrr— • { ^ + 3 «cos. (2V — 2v ) — as*} 

V/i+j* 4« 

+ ” • ( 3 'C * — 4s*;. oos. 4- 5 . ços.('3<^--3>'';); 

ou 


d’oîi l’on tire erl négligeant lès qüatttités de l’ordre m'u^s^, 
( ‘^Q\ , t . /• 


;m .U 
8 U* 


’i 


{Cs — 4s*;. cos. (p — r';+ 3 .C 0 S. ( 3^^ — 


2U^ 


• .sin.('2«^-2</'; 


tr/.u'* 


. {3.(' i-4s‘;.sinlf i5.sin.('3t'-3<^';) ; 



us 


u“ 


37»'.u'^f 


• cos. (p — p'). 


4. Pour intégrer les équations (L) du n". 1 , nous observe- 
rons que ■ sans la force perturbatrice du; soleil ^ la lune déoriroit 
une ellipse dont le centre de la terre occuperoit un des foyers, On 
auroit alors par Iç n". 16 du second livre , 


s = sin. ('y — 0 ) y 

V + a à dt-ie . co^. ( j 

équations dans lesquelles j-.esf là tàbgeùtedç l’incUu^ison de l’oj^- 
bite lunaire ; 9 est la lougihsde dé sun nçnuçl a^jCfindaqt ; f, é* 
deux arbitraires -d|ép«ndaiSit65 Pfinpipalemqnt de l’excentricité <ic 
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l’orbile, et de la position du périhélie, y et e soViî quantités 
fort petites : en négligeant la quatrième puissance de y , on aura 

^ ~ . {1 +j:>‘ + g>cos. — — :^>\cos. — aS;}. 

« -n “T y y 

Cette valeur de u suppose l’ellipse lunaire immobile; mais on 
verra bientôt qu’en vertu^ de iactionjjdu saleii, les nœuds et|Io 
périgée de cette ellipse sôtlt en mouvement. Alors, en désignant par 
Cl — le mouvement dire;çt dü périgée , ei par — 0-^5 1® 
mouvement rétrograde des nœuds , on aura 


7/ 


1 


{ I +^^® + £?.COS.(^ — ^>*.C09. • 


Si rpu substitut cptto valeur de iw,: dwsTfFejxpressiom de du 
n*’. 1, et si l’on observe qu’en négligeant IfatU’action solaire , 



est nul ; on aura 


+ — ^2e.(i-^le* + ^y'').cos. (cv^^) 1 

dl:=^7i^.dpJ+j.e^,€ùs:{’ >5 

f {cOI^.(^2^^ + é^-!29~arj4^COS.’(^î2gV-W-20 + îr^] ) 


ce qui donne en intégrant , 

7 .h^ , 6 " 

t = const. + W.v.( 1 + le’‘ + l.y'‘J '-~.(i-\-\e’‘ + ^y*).ain.(cv — «-J 

C 


3 / 1 ^. ca . h^.c^ , V ^^* 7 * . X 

+ Sin (2Cf^ 2ar^ .Sin.f 3C1' ; sin.( — 2O) 

4 c 3 c 




Les coëfficiens de cette intégrale sont un peu modifiés par l’action 
du soleil , comme on le verra dans la suite. 

Dans l’hypothèse elliptique, le coefficient de p de cette expres- 

L 

sion , est par le n®. 16 du second livre , égal â a* ; ce qui donne 
a étant le demi-grand axe de l’ellipse 3 on a donc alors, 


Aa 7 
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et par, conséquent , 

U = (i + e‘ + + agp—a^)}. 

_2 

En faisant ensuite n — a “ ; on aura 


ni-^i t =s ^ .( . sini( CP . sin. ^act>—* a»^ 

c 4c 


— . sini (fcp + — • sîn .' ( agp a 6 ) 

3c 


3 e>* 

4.<'ag+c; 


.sin.('2g-»> + CP — a 9 — w )- 


3ev* 


“i-CaÊr— c; 


•sin-Cag-i' — CP — 


t étant une arbitraix’e. Dans la substitution de nt+t, on pourra 
supposer c et g- égauicn l’unité, et négliger les quantités de l’ordre e’, 
ou ey*, dans les coëfficiens des sinus. On aura ainsi, en conservant 
le terme dépendant de sin.('ag‘t' — cp — afl+w^, qui nous sera 
utile, 

nl-\-t—p — ae.siri.(' cp — ' 9 )-\-^e'.ain.(acp—%‘^)+\y*.ûn.( agp—-a 6 ) 
— |e>*.sin. (agp — cp — afl + a-^. 

En marquant d’un trait pour le soleil , les quantités relatives à la 
lune, et observant que >' = o, on aura 

n't+i' = p'-— ae' .sin. (c'p'— .sin.. (a c u — a»'^; 
r/ =5 { 1 +e'*+e'.(' 1 +e'*^.cos. (cp — 

léorigine du temps t étant arbitraire, nous pouvons supposer * et e' 

n' 

liùls 5 et alors en faisant — — m^ la comparaison des valeurs de ni 

n 

et de n’t, donnera 

p'— a e'.sin. (c'p' — f- j^^ç''*.sin. (" xcp'rç- a^tt ) 

~ mp — a me.sin. (cp — me'-.sin. (acp — a'o) 

+ ^ m . >• . sin. ( agP’^aS) l mey*!* sin. (a gp — cp — a 9 + ; 

d’où l’on tire, en observant que c est extrêmement peu different 
de l’unité , 
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m P — :i/7z^.siii. (cv — siii. (2cp — 

+ irmy''*siï}. (^gP — 2^} — w^>^siii. (sgp—^cp — 

+ ^ ç'^)*sïn,( c'mp^'^') — lü^mee * . sïn,(cp+c mp — w — w' ) 

— 2 . sin. (^e — cmp — *»• 4. j^le^ . sin. ( 2 — 2 3 

1 11 .( 1 — |e'"^.cos. (&mp — ^ • qo^, ( tJtv mp — 2^'^| 

a' * 1 4- mee\cos.( cp-cmp-^ + «-'J — mee' . cos-f cpA-c'mp-^^-'^' ) \ * 


S, On substituera ces valeurs de u , u\ s et p\ dans l’expression 
de Qet de ses différences partielles, que l’on développera ainsi en 
sinus et cosinus d’angles proportionnels kp : mais il est nécessaire, 
pour ce développement, d’établir quelques principes relatifs au 
degré der petitesse des quantités qui entrent dans, ces fonctions , et à 
rinûuenoe des intégrations successives sur leurs différens termes, 

La valeur de m et à-peu-près égale à la fraction ^ : nous la regar- 
derons comme une quantité très-petite du premier ordre. Les excen- 
tricités des débiles du soleil et de la lune, et rinclinaison de l’oi^bile 
lunaire à l’écliptique, sont à- peu près du même degré de petitesse. 
Nous regarderons ainsi les carrés et les produits de ces quantités , 
comme très-petits du second ordres leurs cubes et leurs produits 
de trois dimensions , comme très-petits du troisième ordre , et ainsi 

Tnf . ttf^ 

de suite. La force perturbatrice du soleil est de l’ordre — - — , et 
l’oii a vu dans le u®. 3 , que cette quantité est de l’ordre ou du 

C 1 

second ordre. La fraction — étant à-peu-près égale à^— , elle peut 

être considérée comme étant du second ordre. Nous porterons 
d’abord les approximations jusqu’aux inégalités du troisième ordre 
inclusivement, et dans le calcul de ces inégalités, nous aurons 
égard aux quantités du quatrième ordre j mais il faut une atten- 
tion particulière , pour ne laisser échapper dans les intégrales , 
aucune quantité de cet ordre. 

Le développement de la seconde des équations (i) du n". i , lui 
donne la formé suivante , 

ddu __ ^ 

O— ^ + *^+*^3 
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jV* ne différant de Tunlté, que d’une quantité de l’ordre m% el n 
étant une suite dé cosinus de lu fo^nïe^^.cbs.f^^'+0• Eà partie de 
U relative à ce cosinus, est , par le h”. 4i du second livre, égale à 

h 




.COS. (îp+i) ; 


or il est clair que ai ne diffère de l’unité, que d’une quantité de 
rordrem, le terme cas- {'i^+O acquiert par l’intégration, un 
diviseur de cet ordre, et par conséquent il devient beaucoup plus 
considérable et de Tordre r — i , s’il est de Tordre r, dans Téc/üa- 
tion différentielle. On Verra dans la suite, que c’est à cela qu’est 
due la grandeur de Tinégalité nommée épection. 

Les termes dans lesquels i est foi't petit, et qui ne se rapportent 
qu’au* mouvement du soleil , n’augmentent point par l’intégration^, 
dans la valeur dé w; mais il est visible par la première des équa- 
tions (Zi) du n"^. 1 , que ces termes acquièrent le diviseur ij par 
l’intégration, dans l’expression du temps t ; il faut donc faire une 
grande attention à ces termes. C’est de là que dépend la grandeilr 
de l’équation nommée équation annuelle. 

Les termes de la forme kdp.b\n.(ip+i) de Texprèssion de 

acquièrent par l’intégration de cette expression diffé- 
rentielle, un diviseur de l’ordre dans la valeur de m ; d’où il 
semble que dans l’expression du temps t, ils doivent acquérir un 
diviseur de Tordre ce qui rendroit ces termes fort grands , lorsque 
i est très-pelit ; mais il est essentiel d’observer que céla n’est pas , et 
que si Ton n’a égard qu’à la première puissance de la force pertur- 
batrice, ces termes n’ont point, dans l’expression du temps, de 
diviseur de Tordre T. Pour le faire voir, nous observerons que par 
le chapitre vin du second livre, l’expression de p en fonction du 
temps , ne peut acquérir de diviseur de l’ordre que par la fonction 
— 'ia.fndt.JdQ , la différentielle dQ étant uniquement relativé 
aux coordonnées de la lune. Si Q contient un terme de la forme 
k . cos. ) y i étant fort petit -, ce terme ne peut acquérir un divi- 
seur de l’ordre i®, qu’autant que dQ n’acquiert point un multipli- 
cateur de l’ordre i : la partie de l’angle it, relative à la lune, ne peut 
dépendre que des moyens mouvemeris de la lune , de son périgée 
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et (le sej^ nœuds, lorsque Ton n’a point égattlan çarip de lu lurce 
perturbatrice; cette partie ,^ 1 / eat fort peüt, ne dépend point du 
moyen mouvement de la lune; elle ne peut donc alors |épendre qu(î 
des mouvemens de .son périgée et de ses nœuds. Dans ce cas, dQ 
acquiert un multiplicateur de l’ordre ^0 ces ipouveniens , c’est-a- 
dire, du second ord re ; ce qui fait pei'dre au terme dont il s’agit , sou 
diviseuxidc l’ordre Les angles croissans avec lenteu^, n’ont donc, 
dans l’expression de la longitude vraie en fonction du temps , qu’un 
diviseur de l’ordre et il est aisé d’en conclure que cela a égale- 
ment lieu dans l’expression du temps en fonction de la longitude 
vraie. Mais si l’on a égard au carré de là force peartuibatrice, la 
partie de l’angle it , relative aux coordonnées de la lune, peut ren- 
fermer le moyen mouvement du soleil, et alors la diflérenliello 
dQ n’acquiert qu’un multiplicateur du premier ordie , ou der 
l’ordre de iii. On pourra, d’après ces principes, juger de l’ordre au- 
quel les divers termes des équations différentielles s’abaissent dans 
les jc^pressions finies des cpordonnées* . • < 


6. Développons, d’après ces considérations , les différens ter- 
mes de la seconde des équations (4) dun'’. j . Dans rfiy|>o4hèse ellip- 
tique, la partie constante de ii seroit ^.(* 1 + + Télant une 

fonction de ]a quatrième dimension en e ei y) et l’on auroit 


It" — a*(i — e* — J 


C étant pareillement une fonction de la quatrième dimension en e et 
y. L’action tlu' soleil altère cetté partie cohstanlc de ; inàis a étaut 

arbitraire, nous pouvons supposer que ->"‘+0 ^^piésentc 

et 


toujours la partie constante de u. Dans ce cas, on n’aura pins 
h'‘=^ a. ( 1 — c ’ — + : nous ferons alors h* — a^.( i — e’^y’‘+S'), 

a, églant une arbitraire qui, sans l’action du soleil, ooïncidéroit avec 

L r ’ • . 

a. Nous terons ensuite — = ni . Cela posé, le ternie de 

n ^ ^ aA' . li’ 


l’expression de — ^ 
ïoppfemeAt’ > •> > 




deviendra par son deve- 

•f , ■ ■ ■ f 



J^2 


7n 
Z a. 


MECANIQUE CELESTE, 

3 0 . ('l + f -+- 1 V • C03. ('c 9) 

+ $e'.(i +e* + j>*+ j.e'“^.cos. (c'mv — «-'^i 

— i. f5 + am^.ee'.cos. c <>+ c'/ra <» — »—- 1 

— 7. ('} — .cos.fct»-— c'mv — y, 

+ 3e*.côs.('acv — 2"'^ 

-h ^ y*- cos. ( 1 gv '< — 2 
+ t • • cos. ( 2 c'm V — 2 

— i.c>*.cos, 2^V — cv — 20 + »^ 

Pour développer le terme -^^7^ .cos* (^2 p — ip) de Pexpressidn 

(Je — ’ nous allons d’abord donner le déve- 

loppement de 3m'. .cos. (' ai' — ai'9- Ce terme développé devient 

f (x — \ e'®— • 4 >7i^ . e®^ . cos. ^a i' — *imv) ^ 

[ + 7^'. cos. ('ai' — ami'- — » 

— ^ cos, ('ai' — ami' + c'mi' — ^ ) 

+ ame.cos» (üi^ — a mi'4-ui' 

— am^.cos. (zp — ami' — ci' 4 -'®‘y) 

+ ~ . e'® . cos, ('ai' — ami' — a i'+ 2 

— rnee' .cos. (zp — ami' — ci' — c'mi' + 

4- ^ . mcc^ cos. ('a i' — 2 mi> + ci' — c'mt^ + 

2 17 — 2 mi' + ci'-l-c'mi' — ^ 

2 v — 2 mi» — ci'+ c'mi'+^ — 

(3+8m; 




4- ^.mcc^cos. ( 
~ 7 mee .cos. 

^ 4- î mcc' . cos. ( 2 

a'3 *\ 


+ 


• m. 


4 

(3 — 8 m; 


4 


cos. ('a Cl' — 21 ' 4 -i^ mi' — 2 
► c®.cos. C'a Cl' 4 “ 2 P — 2mi'— -2*r^ 




my* 

“T^ 

m y* 


.COS, (^2 ^ l/— • 2 l'-+- 2 mi' 2 9 ^ 

.cos. ( 2 g‘l' 4 - 2 1' 2 mi' — 2 9 ^ 


3m. cy® i» X I 

4 ’Cos. (zv — ami' — 0 — I 

Il faut multiplier cette fonction par — 7 — ; et Ton a çe facteur, en 


faisant 
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faisant e' nu] , clans le développement précédent de— et en 

inultipliant cette dernière quantité , par ; on aura ainsi, à très- 

peu-près , en négligeant les quantités qui restent de l’ordre m’ 
après les intégrations 


^ + — {e'^^.cos. (jiu — 

^ .e,( l — {.e'*)X03.(2U — 


a 

( 3 — 4 m; 


e.cos. (‘iu — 7 .mv-\-cp — 


-H \e .C03. (%p — 7.mu — cmv+^') 
— {e\ cos. — a c'm p — ) 

Ql.( 


ai .('i — 2 m ; 


2 /l* . li* 


XOS,C — 2 p) — 




4 

(j^m) 

4 


. ee\ co 3 .( 2 .p--amp-cPrc'mp -{- 
. ee\cos. (%p^^mp •\-cp-c^ mp~^’\-*zs^ ) 


- . ee . cos,( 2 P — 2 mp — cp+cnip-h ! 

ee .cos,( 2 p — 2mp+cp^c mp — ^ , 


4 

+ ~.e'*.cos. (2 P — 2mp — 2cmp-{-2^') 

f 6 +ï 5 .m+ 8 .m*; 

4 " 


. e*. COS. ( 2CP —üp + 2mp — ù'^) 


+ 

8 

i 

('i—am) 


8 


^.( 2 +m) 


(G — 15 .m+8.m*; 

-| , ^ C03,(2CP-h 2P lmp— 2 ^ ) 

-l .COS.(2g'P 2P+2mP 29J 

y"*, cos. ('2ffP + 2P 2mp 2 SJ 

.ey^.co 3 *( 2 P — 2 mp — 2 gp^cp-^ 2 S — J 


_ om'.u'^ _ , , I /dQ\ s /dQ\ 

l’expression de — ), 

donne les suivans , 

Mécan. cÉr* Tome II J. 


Bb 



'9* 


MECANIQU^Î CELESTE, 


îiaL..(-i+ mv) 

8 a, a 


+ 9:i!L.^.e'.cos. — mp+cmf^ — «V 

8 a a' 


J! ,m a , f \ 

^ -“T*^ -cos. (v — mp — cmp+'^ ). 

S ^ a 


étaiil par le précédent , de Tordre rri^ les deux joremîers de 

a 

ces.tcrmes deviennent de Tordre par les intégrations. L’inéga- 
lité dépendante de l’angle p — mp ^ étant très-propre à faire con- 

noîlre la parallaxe du soleil , donnée par le rapport j il importe 

(le la déterminer avec un soin particulier : je porterai par celte 
raison , dans le calcul de cette inégalité, l’approximation jusqu’aux 
termes de l’ordre ni^ inclusivementp 


Développons maintenant le terme de la seconde des 

^ ^ \àv ) h\u^du 

équations (L) du n^ i. Ce terme contient d’abord le suivant, 

'^m! du , f jm .u'^ 

n — 7 . — . sin. C^^P — 2 P J. On aura ; . sin. C^p — J. 

en augmentant 2v d’un angle droit, dans le développement précé- 
dent de — .cos.fa»' — ^p'). Il faut ensuite multiplier ce déve- 


du 


Joppement par 


ou par 


— ce.C i + — jj'V'Sin. (cp — ‘srj 

+ 7 ce*. sin. faev — 3 '^ J 
— 7. ce’ .sin. (^cp—~ 

+ Tg'>“‘sin. (''.ig-v — 2 09 
"—'^•ey* .s,m-(iigp — cp — 20 +'»^. 


On aura ainsi , 
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f / ("2— i9.m^ • f /A 

ce.f I -I .e --e * j.cos,( 2v-2mp-cp’^'^j 

Ce>COS,(2P — 2niP + CP 'nr) 

I 4- (2P 2 mp CP cnip + '^'^'sr'ji 

- 7 . cee . cos. (2p — 2mp ■+‘CP — cm p — ^ + 'sr') 

— l*cee\cos» ( 2 p — 2mp — cp -f c mp — ^') 
+ {.cee' .cos. (2p — 2 mp-{-cp+c'mp — '^s- — 'sr'J 

— 2c.(i +m).e''.cos. ( acp — 2 p + 27 ?ip — 


^ni .u^ du , , 

' 7^- \+ 2 e. fl — OT^.e’.cos. ( aee+se — 2/ne — 2'^)( 

|-t- 4/wc.e*.cos.f2e — univ) 

or 

^.y.COS. (2gtf 2e + 2»/^ 2 0) 

4- -.V*.COS. (2gp-\-2p 2mp — 2 0 ) 

2 


4 - 


4 


-• ey^ . cos.(2p-2mp-2gp cp-i-2^-^) 


Les termes 


m.U^ r • / . f % 

de l’expression de produisent aucune inégalité de 

troisième ordre dans les intégrales. 

Développons enfin le terme terme contient le 

3ni' ^v!^.dv 

suivant, - - -.sin. (2p — 2 f/ Le développement précé- 

3m'.u'5 . 

— -.sin.r2e-2e;, 


3 771 . U '* 

dent de — ; -xos.C^u — 2P ) .Aorxnc celui de 


en y augmentant ip d’un angle droit, et en le multipliant par 


ou par 


I* a 

ly 


2a. 


I — e .(\ — {e' — 7 * cos .(cp^'a) 

+ 7.e*.cos. (2 CP — 2^) 

+ {y*. cos. C2gp — 26) 

[ — {ey'" .cos. (2g P — CP ^29 + ^) 


On aura ainsi, 


Bb 1 



MECANIQUE CELESTE, 

3m' 

— ( 0 .P — rip J 

h* J 


r( i-f-ae*— Je'*; 


COS. C^p — 2 mp) 


7 ..( i+m; 

2 — 2m — c 


. 1 4- i^*_ 1^'*} .^.cos.f a^'-ST/z + 'tf) 


—2 a 


2.(i — m) . . ^ 

^ L ,e.cos, (^P — amp-i-cp — 

2 — am + c 

-I 11 .cos. ( 2 p — 2 mp — c^mp + 'if') 

2.(2 — 3 

^,.cos. ( 2 V — ixmv-^-cmv — v) 

2, (2 — m) 

— Zl(fltl^îZllL.cos.('af^ — 2 mp — Cf — c'/wf + '»+®9 

3, (a — jm—cj 

— . cos. ('af — amf+cf — c'mt^ — -ar+'o-'^l 

a.('a— 3m+c; l 

f f 2 4 - mj.ee . , ^ V 

k ^ J i .cos.(^2^ — amp^ — cp + c mp+'jr — nr J ) 

2.(2 — m — c) I 

(2 — mj.ce . . . , _ 'k 

*j 1 .COS. — 2 mp+cp 4 'C'mp — ^ ^ ^ 

2.('2 — m + cj 

Ao-Mq.mH-8.m*; . ^ ^ 

— £ :: .^*.cos. — 2 P + 2 mp — 

4 , ^2 c — 2+2m; 

^ ^ 9 ”» + ^ _ j .g».co 3 .(' 2 cf+af — 3 /ra<^ — 2 »^ 

4.('2C + 2 2m) 

fa+m^ ..,,».C 03.('2 c-f — 2 f +2 /raf — 28; 

4 • ('ag— a + am; ^ 

-1 ^^~~ 2 — ,^“.C 03 . ('a^f +2f — 2mf — 2 9 ^ 

4.('ag+a— amj ^ ^ e 

-j .COS. (11^ — ümi> — 2 c mv-\- 7 .'!T ) 

2.(2 — 4 m; 

\ — .e>*.cos.(' 2f-2/rif-2^f + cf4- 

^ 4 . f' 2 — 2m — 2g+ c ; 


Dans cette formule, les termes clépendans des angles 2 w-2 + 2mp-2 r^^ 
et Qjt^p — 2p-\-2mp — 20, ont des diviseurs de l’ordi’e/zz, etils acquiè- 
rent de nouveau ces diviseurs par l’intégration , dans l’expression 
de la longitude moyenne de la lune j ce qui les i*éduit au second 
ordre, et ce qui semble devoir donner de grandes valeurs aux iné- 
galités relatives à ces angles. Mais on doit observer que par le n^. y, 
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les termesqui ont pour diviseur le carré du coefficient de if dans ces 
angles , se détruisent à très-peu-près dans rexpression de la longi- 
tude moyenne 5 en sorte que les inégalités dont il s’agit, deviennent 
du troisième ordre, et conformes au résultat des observations, 
comme on le verra dans la suite. On peut se dispenser , par celte 
raison, de considérer dans le calcul de ces inégalités, les quantités 
multipliées par car les quantités du quatrième ordre 

qui en résultent après les intégrations, sc détruisent à très-peu-jn es. 
T,. 3 /'/dQ\ dv 

Li iiilegrale — .J )‘~r contient encore le terr 

3/n' pu'^.dv . 

— TT- — î — .sin. (t» — 

ce terme donne les suivans , 


:me 


1 — m 

3.m a a J . , ^ 

. — . — A + e .cos. (if- 


. cos. (if — mif) 
mp + cniif — 'u') 


+ 


3e 


1 — üm 


.COS . (p — fnp — c'mp >9 ) 


les autres termes de la même intégrale peuvent être ici négligés* 
Cela posé , si Ton observe que l’expression de ii du 4 , donne, 


ddu 1 I * 

7:r+“=;- 


COS. 'S- J 


— . j*.cos. ("ag-t» — a 0^1 


/ddu 
le terme ( — — 
\dv’^ 


delà seconde des équations (Z) 
du n®. 1 , donnera par son développement, 


— a 
3./n 




-h 


. COS (^P ^ mp) 

iô — ^ m 


(4.(1 — m) 2 — 2.01' 

2 . ("1 — m) 


~e 'ip — 2mp — 


2 — 2 m -f- c 

_2î__ 

2.(2 — }m) 


.e.cos. (2 P — 2mp+cp — ^9) 
. cos. ( 2p 2mp cm p + 



lyS MECANIQUE CELESTE, 


f f — : — .cos. (ip — ümv-^c'mv — 'a') 

a, ('a — m) 


2,. (2 — — c) 

2.(^2—3171 + 0; 

Ca + m) 

2.(2 — m — c) 
(2 — m) 


.ee^ .COS. (2 P — 2 mp — cp — cmp-ir'^+'v^) 
.ee .cos. (qp 2mp-^cp — c mp — 
ee'»co 3 . (2P — 2 mp cp ) 


• ee'-cos.C 2p^ 2mp + cp+c mp — — 'o-') 

2.(2 — m-^c) 

("lo-f- iQ^+Sm* j 

— -.^'‘.cos.c 2 CP — ap+ 2 rnp — 

k.( 2 c — a+amy 

fio — iqm+Sm*^ 

-I- .e*.cos. ( 2 CP+ 2 P — 7 mp — 

I ^ .( 2 c^2~ 2m) 


(16. i-m) 

A.( i2g*»a+2m ) 

j.y-.f 

f , 

(a—m) 

1 .< 

[16. {"i — m) 

2/n;j 

ij .e* 

.cos. (sp — 

2 mp 

2.(2 — Am) 

(■ 5 + m 


— m; 


('i + |e“ + 2e'*; a 

r ~7 ^ — .— .COS. — mp) 

(k.(\ — mj a 

+ ^.-^.e'.cos. (p — mp-\-d mp — ) 


v+ 


3 


4. fl — am) a 


. — .e .COS. (p — mp— cm p + v') 


y . Le ternie — ^ de l’expression de 

AYi +i’“;‘ 

_ 1 {^\ 

h’^ \du J h*u \ ds J ^ 

devient en négligeant les inégalités du quatrième ordre , 

— ^.|i + e* + ^ + j.>*.('l + e * — ). cos. ( a gp — 2 9 ^ + ^'j + ^^; 

C” étant une fonction de la quatrième dimension en ^ et et 
étant la partie de s due à l’action de la force perturbatrice. On 
verra ci-après que S's est de cette forme 5 
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Is = (civ — 2mu — gi’+^) 

+ 5 ,^'^.y.sin. (iu — 'i mv-^-gu — S ) 

.ey.sin.(gp + cp — 9 — 

+ (gp — eu — 9 + ^^ 

+ (^u — q mv^^gv+cu-^ 0 — -'zr^ 

+ (2 U — 2 mu*\-gu — eu — 9-f 

•\'Bj^^'^.ey*sm, ( 2 u — s mu — gu — cu+d + 'sr ) 

(gu-^e mu — 9 — -zr'^ 

+ (gu — emu — 9 -f- 

+ 2 î/^).^V‘Sin. (2u — 2mu^ gu+c'mu -^-^ — 

(2u — 2 mu — gu — cmu-\-i + 'isr^) 

+ B^y'\e''y*^i\i, (2 eu — gu — S'sr+S^ 

+ (2 U — 2mu — 2eu-\‘guAr2'rsf — 6) 

+ iS/'^).^®>.sin. (2cu^gu — Qu + 2mu — 2 'v — 6 ) 

+ y. sin. (gu — u + mu — 9) 

+ (gu + u — mu — 9 ). 

Les nombres placés au bas de la lettre JS, indiquent l’ordre de 
cette lettre. Ainsi , est du premier ordre j est du second 
ordre ; et est fini. On peut observer que cela a lieu, suivant 

que le nombre qui multiplie l’angle u dans le sinus correspondant, 
diffère de Tunité, d’une quantité de l’ordre tti ; ou d’un nombre 
fini , c’est-à-dire, de l’ordre zéro ; ou d’une quantité de l’ordre //z*; 
parce que l’intégration fait acquérir à ces termes , un diviseur du 
même ordre, On aura, cela posé , 

•T'^.cos. (2 U — 2 mu) 

«5 

+ 7*. cos. (2 U 2 mu 2gU+26) 

2 

+ — . + .e>*,cos. (eu — 'v) 

2Cl^ 

— — *BP^.ey^^cos, (2 gu — eu 26+'tf) 

2 a ^ 

-i .Bj-^Key'.C03.( ap — amp—'agv+cp-^sB — ■o) 

2 a 

+ •ey*.co 3 .(ap—’ 2 mp — cp+v) 
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MECAMiyuiîi 
4 - - 1 -. { + .ey*.cos. (cmu — ■a') 

5/^\^V*COS. (2Çf ^mp-hc^mv 'Sr') 

L . . cos, (2P — 2mp c'm P-{- 'jsr') 

2 0 , 

^ e^y ^ . cos. (^2 c v — 2 

+ — . + •“T-^'^-cos. — mp). 

2 0^ et 

Si l’on réunit les difFérens termes que nous venons de développer, 
la seconde des équations ( L) du n”. i prendra celte forme, 

ddu 

n étant une fonction rationnelle et entière de constantes , de sinus 
et de cosinus d’angles proportionnels kp^ mais comme nous nous 
proposons d’avoir égard à toutes les inégalités du troisième ordre, 
et aux quantités du quatrième ordre qui les multiplient; il faut 
joindre aux termes précédens , tous ceux qui dépendans du carré 
de la force perturbatrice, deviennent de ces ordres , par les inté-' 
grations. Analysons ces nouveaux termes. 

8. Pour cela, supposons que S'u soit la partie de due à la 
force perturbatrice , et que l’on ait 

a<tu = ^a^'^^cos. (2p — 2mp) 

-j-^/'^.e.cos. ( 2 P — 2mp — cp + 'sr) 

cos. (2 P — 2 mp-^cp — 'v) 

4- . cos. ( 2 P — 27nP’>rC mp — 

. e' . cos. (2P 2mp — cmP'\-‘ 'v ) 

4- • e . cos. ( cm p — 'ir' ) 

(2 P — 2 mp — ) 

+ ^J^^'>pee .cos. (2 P — amp — cp-^ c'mp + ^+'îff') 

4-^/^^.^^'. cos. (cp-hc 

4- ^ .ee' .cos. (cp-^c mp — 

4-^a^'^^.^*.COS. (2CP 2'^) 

.cos. (2 CP 2P-i~2mP 2'lf) 

.y'^. cos. (2 gp — 26) 

.cos. "lagp-^a pAr^mP-^2^) 


4 - 
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+ .cos. ( 2 c'mi > — 

+ -^o^‘^^*^>**COS. (2 g V CÇ QÔ + <7ff) 

+ (2 P 2 mu 2gP’^-CP + 2 s 

.+ -^/''^*-r ’Cos. {u — mp) 
a' 

+ .e\co3. (p — mp-hcmu — 

a 

+ ^ .e .cos, (p — mp — c'mp + 'r^'). 

a 


Les nombres o, 1 , 9 ., places au bas de la lettre iruliquf^nt 
que la quantité est de Tordre zéro , ou de Tordi e ou de Terdre /rT. 
Je ne considère ici que les inégalités du troisième ordre, et cu lh s 
qui élant du quatrième, peuvent produire des quantités diiqua- 
Irièine ordre, dans les coelllciens des inégalités du troisième. J * 
porte Tapproximation plus loin, relativement à Tinégalilé dépen- 
dante de co3.(p — mpj» Cela posé, le terme -r- — donne par sa 

^ ’ 2 / 1 “. Il'* 


. . - . •xm, U 

variation , le suivant 


et il en résulte la fonction 




f a.^u 

cos. (2P 2mp CP + '^rJ 

2 e*. cos. ( 2 p 2 mp + 

-f- ^ .ce\ cos. ( 2P 2mP CP + cm p ~h r/ J 

+ ud y^ ,ee\cxy3 (’ip — 2 mp — cp — c mp ^ j 

'i*(^ y^ ^ y^) .ed'' •zo^^Çcp — 'Ts) 

4- 7 * u4 y^^ *co3, (p — mp + c mp — ^') 

+ 7. .e' .cos. (p — mp — cmp-\-'^') 
a 

+ (p — mp) 


U* éprouve une variation par la variation de p qui dépend du 
temps t y et de ses inégalités en fonction de p ^ mais ces inégalités 
sont multipliées par m, dans Texpression de p'j et de plus, par e 
dans Texpression de u' ; on peut donc d^abord négliger ici sans 
erreur sensible, la variation Su, Nous aurons bientôt égard au terme 
de cette variation , qui dépend de Faction de la lune sur la terre. 
Mécan. ciL. J orne 111. Ce 



son MECANIQUE CELESTE, 


,,'3 


Le terme cos. — pour variation 

ih'.V? 


^ i^LiîL . , cos. (aç — fl p')+ v •fi''- sin- 

ah\ui A‘-w’ 

Si Ton substitue au lieu de «Ta sa valeur précédente , on trouve que 

le premier de cea deux ternies donne la fonction 

f -e'.cos. (c'mv — "t) 

-h .ee'.CQa.(cv — c'mp — v-\-v ) 

.COS. (cv+c'mp — *9 — ' 9 ') 

4* .cos, (qp — Cirnp — cp — cmp^'9^ 'tr) 

^ }^\€e ,cos. ( 2 v ^ fi mp — cp-\-c iJiP+'9 — nr') 

+ +mJ^,^'^^^.eyxos.(7gP'^çp^u9+'i 

+ • êy* . cos. (^p ^ 2 mp — ügp+cp+a9 ^ 

-f- .~.cos. (p — mp] 




+ {^,^*3) — .^.^'.cos. (p — mp^emp — '») 

+ .-7. /.cos. (p c 


ahi contient un terme dépendant de cos. ( 3 ^^ — 'i^p) , que nous 
avons négligé à cause de su petitesse ; mais comme il peut influer 
sur le terme dépendant de cos. (p ^ mp) y nous aurons égard à 

a 

celte influence. Pour cela , désignons-le par .cos. (^p — "irnpj^y 

9 m^.w'* r 1 1 

la fonction — 7 .^u. cos. (ùp — ap ) donnera le terme , 

X 

^.m a 

— — • . ~r • cos. (p — mp). 

a 


Pour développer la variation 


'im .U ^ 
k*1âF 


. J'p^sm. (qp — 




nous 


©bsepverom que <f «' contient , par le n“. 4 , les mêmes inégalités 
que IVspressiou de la longitude moyenne de 'Jia lune, en fonction 
de sa longitude vraie; mais elle» y sont multipliées par la petite 
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quantité m. Il suffit ici d’avoir égard aux termes dans lesquels 
le coefficient de v dififère peu de l’unité ; et il est aisé de voir que le 
terme e.cos. (ci>-—v) de l’expression de au, donnant par le n". 4 , 
dans le terme — a me . sih. (cp — ; un terme quelconque de 

aJ’tt, tel que k.eoA.(ip+*) , dans lequel i diffère peu de l’unité, 
donne à fort peu près dans J'p', le terme — 3 mk.ain.(ip+*). On 
trouve ainsi que la variation précédente donne par son développe- 
ment , la fonction 


t 


3.m 

a 


I — ^e*J.c03.Ccp — 

+ ^.m.^yKej^*.cos. (3%v — cv — + 

-{• m. ey' . cos, (ap a agp c p ai 

a 

— .cos. (p— mp) 

+ (p — mi/ — cmi/+'9 ) 



les autres termes de ce développement sont insensibles. 
Les termes 

{ 3 . cos. (p^p'J+^.cos. 
de rexpression de 

l\dlu J \ds J j ^ 

ont pour variation , 


.û^u fl . ^ ^ 

* ‘-T* {.3 -cos. (1/ — mf^J + ç.cos. ( ji' — 3/n^/n I 

a 


en substituant pour .^a^^^.cos. 2/7i^^; il en résulte 

le terme 

a 

— .COS. Ci/ — m%/). 

«/ « 

La variation du terme 


du 

5ih*.u^ dv 


• sin. (üi/ — sk 


p') 


peut se réduire aux termes suivons , 


Ce 2 



4 


ioi M i: C À N I Q U E C E LEST E, 

6m\u^ du ^ U , . cîê'a , 

"1 r • T • — • iiin. ÜP ) ; . — . sm. (2P ^P ) 

h'\u^ dif U dv 

+ — — — .-j-.COS. (2P— 2^;j 
h^.ti^ d\; 

CCS leimcs , par leur développement, produisent la quantité 

+ [C).( 1 — m) . + .e.cos. ('cmp-^'^'J 

4 - r ^ J — 3 m— — 7.(^2 — 2m — .ee' .cos.(cp-^cmp ^'^ — 
l'f [ 2 — m — cj — 2 m — .ee .cos. ( cp — c'mp — 'isr + 'm') 

f (c — m ) .cos. (2P — zrnp — cp+cmp +^ — 

-\- ( .003. ( 2 P — 2 mp — cp — c mp ) 

[ -\-(2—Wl — 3g + c).^y^>j 

\ + ^/J-''^.e'y' .COS. (iv ■— amp — agp+cp+zS — >u) 

[ ( i — m).^ y — t.-ryu^”*\e'“ + 3 .(i — .—.cos. (p — mv) 


} •ey’" . cos. ( 7gp — cp — aS+'ir) 


+ \( ' — 2>n).u^y^' — ^.( 1 — . — .e'.coa. (p — mp+c’nip — w' ) 

a . 

+ + — /nj.^y’^) . — .e'.cos, (p — mp — i'mp\'^' ) 


L’iïXprcssion de 


du 


dv j h'^.ii^dv 


— , renferme encore hi variation 


m .a . . 

— - — . {i.3ïu.(p — mp) + i^.sxn. (iP — ^mp)) . — . —• 
oa^ a dv 

Cl il en résLille la quantité 


La fonction 


9 • 


, . a 

• (^ — m) — .cos.(p — mp). 


(ddu 1 a rfdQ\ 
Xdv. ■ A* 7 \d v } ■ i? 


CO 11 lient d’abord le terme 
[ dd U 


iddu 1 .u '^ :dv 
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sa variation est 


la 

1 


— .sin. {'ar' — sv ) ( 

-'‘J , „i 

.cos. (iV — ) ] 

/ddi'u \ /^"im'u'^.dv . 

^m' 


ijm ru •.au . 

— . / — ^ .dif.sin. ( 52i^ — 2v^ J, 

h\aJ u 4 


Le (léveloppenient de ces termes donne , en observant que c est à 
tres-peu-près i — ; et que g est à très-peu-près i + ; 


3m 


. , { 4 . ^ 1 — m/— 1 } . .(i — { e' V 


4 I — m) 

.ri. 4. fl — m) j *■ ■’ (a-ain-c 2-am+cJ ^.e.(l-ie ).€OS,(ci’- 


1' 


nJ 


/ 6 m 


i”. ( 4 ,— [_r L_) 


+ 


4 a^ 


j^a — jm 2— mj 


7- ((2— m— 1).^/’)+(2— 3m 

4 a^.( i — mj ^ 


y.e .COS. (etm — 


1^. (ii . c/) + c w- c/-)} 

6 .m' .^,W 


a,.f2— 3m— c; 

6 .m 


.e^'.cos. ( 2 c — — ■ ce — + 


a^.^ 2 — m^c) 

eJn 


,ee' .COS. f2e — - 2 me — ce-bc'me-J-'w 


a^.(c—m) 
6 jn 

a^.(c+m) 
6 .m 


. {A •{‘'l A .ee .cos,(cv — c'me — '79 ) 
— •C^'.COS, (^ce + c'me — 'zr — •v^) 

.C* .COS. ('2 ce ~ 2 eHha me— - a 


a^.(' 3 c— a-f -3 7 »^ 

6 .m .^CiO 

-p — ^ ^ — -.>“.COS. ("a^e — 2e + 2me— 2»^ 

G^,(üg-- 2 + 2 mJ ' ^ O 
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G.m . y4o^'^^ 

c, . ( 2 — ^m — ttg+cj 


C»'-— 20 + ®'^ 


.c>*.cos. C 3V-- arov-— agv+cê^ + 'i 9 — 


^-^~.{r4+3m;.^/‘’)-a^o^'‘>.e'*-;.[i-('i-m/].A,}.f;.cos ('*/ 

a 

_j. 1 , ^^^('7)— ^t» — mt7 + É'frtv — wO 

S 

'llHL — . /^^('')_j_ j .-^.e'.cos. ( (' — mv— c'mv-\-*'j, 

CL^.(i — ^ni) a 


On doit observer ici que C,^®\sin. ('21'—- ^mv) est l’inégalité 
dépendante de sin. (2v ^ amp) dans l’expression de la longitude 
moyenne de la lune , en fonction de sa longitude vraie ; 
C/®\e'.3in.(' av-^amv+c'mp—'a' )y et C)-'*‘\e'.hin.(ap — amv—c ) 

sont les inégalités dépendantes des angles av — amp-\-c'mv — 
et av — a me — c'me + 'w', dans la même expression. On peut ob- 
server encore que le terme 

— . .e'.cos. (c'mu’-'tr') 

«/ 

paroîtclre de l’ordre m*; ce qui produiroitune quantité del’ordre m', 
dans l’expression de la longitude moyenne de la lune ; mais ce 
terme n’est véritablement que de l’ordre m® 5 car on verra par les 
valeurs que nous donnerons ci -après, de et ; 

que la fonction — A^^') est de l’ordre m® j il n’en 

résulte donc qu’un terme de l’ordre dans l’expression de la 
longitude moyenne. Nous le conservons ici , parce que nous 
lions sommes imposé la loi de conserver les termes de cet ordre , 
dans le calcul des inégalités du troisième ordre. 

Il est indispensable , par cette raison , dans le développement de 

— • sin. (ap — ap'), de porter la précision jusqu’aux 

quantités de l’ordre /»* ; il en résulte le terme 
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Ce ternie produit le suivant , 

a 

iç ./7» .e* ,coi,( 2 cv — a v-f* amv — ^w) 

üa^ ac~a-f»ai» ' 

quoiqu’il ne soit que du cinquième ordre j cependant , comme il 
acquiert par l’intégration , dans l’expression de la longitude 
moyenne , le diviseur ic — a + am, il faut y avoir égard. 

La fonction 

/ddu \ a rfdQ\ dv 

\ «il»* /*h* ’J ydv J U* 

donne celle-ci , 

/ddu \ I pw! r • ^ 

“Ti? — s, n.rj.'— }«>;}. 

Sa vai’iation produit les termes suivans, 

^ • I j •/ 1 3 • sm.Cv—v ; + 1 5 . sin.ri — 3 v') } 

a 

+ -—.^.faS'u.dv. {3 .sin. (v — .sin, ( 31» — 3^}; 

d’où résulte le terme 


— ■ ■ — ;• { 1 3 + 8. {'l —m}*\ — .cos. (v — rnv). 

On doit faire ici une observation importante relativement aux 
termes dépendans de cos. — mv) , et que nous nous proposons 
de déterminer avec exactitude. Les expressions du rayon de l’or- 
bite du soleil , et de sa longitude , contiennent des termes dépen- 
dans de l’angle t» — mv, et qui résultent de l’action de la lune sur 
la terre ; ces termes en produisent d’autres dans l’expression de u, 
et de la longitude moyenne de la lune, auxquels il est essentiel 
d’avoir égard. Pour cela, nous observerons qu’en vertu de l’ac- 
tion lunaire, le rayon vecteur du soleil coutienl, parle chapitre IV 

da sixième livre , le terme cos», ~ a*) j fA étant le rapport delà 


masse de la lune , à la somme des masses de la lune et de la terre 
ce qui donne dans u le terme 



U 


.cos. (i' — 


î 
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La longitude du soleil contient encore par le chapitre cité , 
le ternie 

.sln.(^^ — i' 

U 

Cela pose , le terme — ; — r contient le suivant , 


a h*.u^ 


cos. (v 


_ 3m .U 

Le terme — — cos. — 2 v*) contient les deux suivans , 


2 h^ .u^ 


gm /u,u ^ 
sh^.u^ 




6 m' . 




sin.(^ — v'" ).sm.( 2%^ — 2O j 


ce qui donne le terme — - - - .cos. — /). En le réunissant 

/ 1 gm* ./U,, U ^ 

au precedent , on aura — — ^.cos. (i' — /): d’où résultent les 

4/1^ .w^ 

termes suivans , 


g.m a g,în •(*> a 

.-j*co 8 .(v^rnv ) — — — . — . g .cos. ( ^ — mv ) 

a' ' a' ^ ^ 

2 

,m a ^ \ . 

— • — • CQS.fv nw C rtW t ! r ' ) , 

4 G^ a ^ 


Le terme 
suivans , 


3m' r*u'^,du 


/ U 




sin. (üi' — 2 donne 


pareillement les 


*» a 

3.m ,f 4 . a a 3.m a a 

— — .-y.cos.f — mv) . — .~,e •co3,(i^-^mf/+c'nn'^v') 

2.{i — ni) a' 2 af ^ ^ 

— 2 

g.m .fjt. a a ^ , 

— — .‘—.e .cos. — cm»^4-w') 

2,(1 — am ) a a ‘ ^ 


II nous reste à considérer la partie du développement de 
— ^ qui dépend du carré de la force perturbatrice. Ce 

h\(i+s‘)' 

développement renferme la fonction — ce qui produit 

les termes suivans , 


3 

40 , 
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-J- -J-, /Jî C'®)y .i?/“).7,*e'.co3. (cmv — '•') 

aa,'- 

+ — . J • e >• . COS. — CV— 39 + '»^. 

a et, 

Q . Rassemblons maintenant les divers termes que nous venons 
de ^velopper. La seconde des équations (L) du n”. i deviendra 
ainsi, 

—.a 

(^4 — 3m — m*; w. Cl — f +—• 

4 4 

1 3 + fl + am— i— y*;' 

m 

— 4 . 1 1 + am + ('4. i-m -i^.^ + rTrX^') * ~ 

I '■ ’ \a-3m-c a-am+c/ J 

{(* + — cj*} fn 

”** 1 — m ' 


.e.cosf'cr-'»^ 


i+('i + an0.e*+- xé' 

4 


+ ?fLj+(‘ + 3e‘+ 


• .cos.f'av — amt»^ 




î. Jl + Ç .('3 — 19.»»; — 


. e » cos.f'a v--amv— c «/ + '•) 


a-^am—c 




i. r-'/o- a:.dr.w;+^ 

Mécan. cijj. 7o/n« 2/Z| 
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• [3 +c — + — ^ + 2 .^.COS. (2^ 2 mi^ + cv'~* v) 

4 a^ ( a— am+c J 

— a 

• ^— . — - +'xB,^^'>.^ + ’2.ji^^^^\.e'.t63. ('3 V 2 m»' 4 -cW — «'J 

4 «, (a— m -“ J 
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S.(l—m) , _ . . .1 


7-('4 — 3 m; 
4 a^ — 37 n 


. 2 5 ^ ( ' 0 ) . 2 . COS. C 2 i>— 2 m^^ — c'm f> 4 - ^') 


i^e^ + Y + le^ + + 5 .C«); ~ ~ f.^ j + 2m; 

* m j 


2 .(" I — 2 m 3 — am^Y 3 — 
('2 — 3 m^.('a— 






+ ( 4 JW + jm^jw^-io.J,^'\e^ + ' 

«, L J; 


> . e'.C 08 .('c W— 


+ _ 1 . ^ 0 W_( 6 )) 


’'/-_/l±! 


J — m — cj 


, r 7 -f' 3 + 6 w~cj ^ 7 .('a+ 3 m; ^ , 

.m’J 4 a— 3TO — • 

12 2 -* 3771 — cj ' 


2 2 — 3771 — CJ 

-3+27^ f i+am+c a | 

‘ ( 4 +.+^]''^' 


> .c^^cos« ( ai^— amv'—cv^-h cW + ^ — ' jf ') 




. ee' • cos. ('cv^ + c'm^» — 'zy — oïr'^ 


— ^ — .i /■._i.„j.^ / 1 > .ee .cos. (^c»7 — cmi7 — 

_J- . I ^ . C* . COS. (2 C{f^ 2'zr) 


S 2 +ii.m+ 8 /n* (' 10+19 m + 8 

2 2C — 2 + 2m 


4 », /+ 4 <<'>+ 


a c — a -}- 2 7 « 


3 ^ ''4 


• C'.COS.lf 2 C^'— 3 t'+ 3 mt'-— 2-37 ^ 
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— ~ — t'"» +aw» (igv — 2 

+ 3 m— 2 g (a+ni) 


—.a 

3.771 


,4 i.(i—m) ag—a+am 

* — a+aw 


* 

m 


y.>*.C 03 . — 29 ; 


+ {r — •(?^*.cos. ( 2 c — air'; 


5 . 77 » 

aa^ 


I + Cî +m;. ^,<'‘)_ £!ÏÏ^ + ^„ 0 =) 


-.^7'*.C03,(' 2gV~CV-2>i+<9) 




3.771 

4 a, J 


1 — 2ni } — am 

nBJ-O io.^„CS) 

— * 1 — am 


J . ('i— 2/^,) . ('1 4- 2e* + 4 


^ .e>*.co3.('2i*— 2m^'•-r2ÿ^'4-c^-4 18 — ^a) 
3 . ('i — fl(K; . ('i 4- 1 e^+ae'^h 


4.{i—mJ 




4.('i — a.(^i — mj 

TJl 


■.coa.( v-^mv) 


4 - 


. . 4 4 > . — • 


e^cos. fv' — — 


— * — 18.771^ ^^76— 33.m; .,,0 

3.771 j .(l — 2/^t; c , ^ ^ 

< /. X P — .cos.fi^ — nw—o i7w-\- iV )* 


aa^.f 1 — 2m) 


4 4 

l-5.^„C')— ('l— 2m;.^,C‘9î 


j «/ 


Je n’ai point eu égard aux termes multipliés par x, , parce qu’ils se 
détruisent réciproquement aux quantités près de l’ordre m^. 

1 0. Pour intégrer cette équation diflerentielle, nous observe- 
rons qu’elle donne , en n’ayant égard q^u’aux parties non pério- 
diques , 


Dd * 



sia 
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U — -L.|,4.e«+2:-+ff"| ^ ÎÎL_Yi+^‘=^^*4.ie'A 

«y l ^ k ) a«y \ 4 / 

+^. { 4 - jm Jm») . ,(1^1 eV - . (BW)^.y\ 

Nous avons désigné dans le n°. 6, cette quan tité par +e® + ^4- 

on aura donc en observant que sans Taction du soleil , on auroit 
= — , et qu’ainsi Ton peut supposer C = j 


1 1 

a a 

1 1 

a 


; = - - — . { 1 + i e'« } + ’— . (^4 - 3 • r 1 - i e^) 

O a J ^ 4 

ka, 

L’action des planètes fait varier l’excentricité e' de l’orbe terrestre, 
sans altérer son demi-grand axe a' , comme on l’a vu dans le second 

livre J la valeur de ^ subit donc des variations correspondantes , à 

î 

raison du terme qu’elle contient ; et comme la constante 

de la paralla 3 .e de la lune est proportionnelle à - , on voit qu’elle 

doit éprouver une variation séculaire ; mais on voit en même 
temps que cette variation sera toujours insensible. 

Nous avons représenté précédemment par ~.(i+e*).cos.(cu—'!!fJ, 

la partie de u dépendante de cos.^'cf — •v). En la snbstituant dans 
l’équation dilFéreiitielîe précédente j en comparant ensuite les sinus 

et cosinus de cp — « , et négligeant les quantités de l’ordre , 

ce qui est permis , vu la lenteur des variations séculaires de l’ex- 
centricité de l’orbe terrestre j on aura les deux équations , 

(i+e-) 


€.(i + e^) ddv / dw\ 

0 2 •{ c 1 

a d\f^ \ dv / 


d.e.- 


d¥ 
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la quantité — p — q e"" étant supposée égale au coefficient de 
e.cos. (cp — ‘Tsr) ^ dans l’équation différentielle (/*') dun®. précé- 
1 4- e* * 

dent , divisé par j où l’on doit observer que les valeurs de 

^ CL 

5/“^ et renferment déjà le facteur i — {e'*. La 
première de ces équations donne en l’intégrant , 

1 


dtr 

dv 


k étant une constante arbitraire. La seconde donne , en négligeant 
le carré de q e'* , 


dzr 


f.t/e'* 


et par conséquent, si l’on regarde p et q comme constans , ce que 

l’on peut faire ici sans erreur sensible ; on aura, en désignant 

^ / 

-—par y , 

V i—p 

‘jr = CP — p.V^ i — p + \ q ‘fé^dp +« ; 

» étant une arbitraire ; ce qui donne* 

cos. (cp — 'a) ■=i cos.|v. V \ — p — ^.fe'*dp — *|. 


Il suit de-là , que conformément aux observations , le périgée 
lunaire a un mouvement égal à ( i — V i — p) .p-\r\q' .fe’‘dp. 

Ce mouvement n’est pas uniforme , à raison de la variabilité 
de e' ; et si l’on suppose qu’à partir d’une époque donnée , on repré- 
sente e par lï ■\-fp-\rlp* ■, E! étant l’excentricité de l’orbe terrestre 
à la même époque , le mouvement du périgée sera 

(l — / i—pAr\q' .E'^).p+'-q' .E' .fp'Jrkq 

Cette expression pourra servir pendant deux mille ans , soit avant, 
soit après l’époque. La partie 

\.q'.E'.fp’^-\,q\(2E'l+f‘).p^ 

forme l’équation séculaire du mouvement du périgée , qui main- 
tenant se rallentit de siècle en siècle. La valeur de la constante c 
peut être supposée égale à V x — p — {q'.E'^; l’angle •» est alors 
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égal à la constante e , plus à l’équation séculaire du mouvement du 
périgée. 

L’excentricité e, de l’orbe lunaire, est assujétie à une varia- 
tion séculaire analogue à celle de la parallaxe, mais insensible 


comme clic ; ces variations étant proportionnelles à —, qui ne de- 
vient sensible que dans l’intégrale 


H 

Si l’on représente par — .cos. (ip-^rS) , un terme quelconque de 

l’équation (L' ) , et que l’on désigne par 

P.coa.(ip + S) Q. gin. (ip-^€) 

la partie correspondante de u j on aura, pour déterminer P et Q, 
les deux équations 

dS\ dP 


Q= 2.^ï 


, „ dd^ 

dif / dif d\>^ 




dSY 


Les variations de f et de P étant extrêmement lentes, et i étant 

dÇ 

très-grand relativement à — , la valeur de Q est insensible , et 
l’on a 


P = 


H 




où l’on doit observer que étant le coëfiScient de dp , dans la 

dififérentielle de l’angle tV-t-i*, on peut supposer C constant dans 
cet angle , pourvu que l’on prenne pour i le coefficient de p cor- 
respondant à l’époque pour laquelle on calcule. On déterminera 
ainsi les coefficiens &c. de l’expression de a. S'a. 

Relativement aux termes dans lesquels le coëfficient de p ne dif- 
fère de l’unité que d’une quantité du second ordre , et qui dépen- 
dent des angles agp — cp — 2 9q-<îr,ct p — mp+cmp-—« ^ la 
considération des termes dépendans du cube de la force pertur- 
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batrice , devient nécessaire j mais en portant, comme nous l’avons 
fait , l’approximation jusqu’aux quantités du quatrième ordre in- 
clusivement, les termes dépendans du cube de la force perturba- 
trice , qui peuvent devenir sensibles , se trouvent compris dans 
les résultats précédons. Cela posé , 

Si l’on substitue dans l’équation (L') , au lieu de k, la fonction 


^ + +e*^.cos. Cet» — '>r)j 

^ + — —^cos. — aS; 


+ ; 


la comparaison des divers cosinus , donnera les équations sui- 
vantes , 


1 + r I + 2m^ . e® 4- 

4 


o ={i — 4 .f 1 — w/} 'n 




1 — m 






(3 + 4 m) 


O ={l— (' 2 — 2 / 11 — + . 


('l + ie*-{.e'V + - 


1 — (■’ 


4 

3 . 1 4 -m ) ^ ^ ... 
a~ 2 m*— c ♦ '■J 




— i. + W-iî W) ^ 

: { I— ^ 2— 2m+ c/} I .m • “ • 1 3 + c— 4 /w + | 


O s= {i — ( 2 — m)*} 


01= {1 — (2 — 3»»^*} 


, « ( 4 - 

a, J3-1 

, O f 7 




('4—37»; 


3 — 3 m 


25 / 


m j 
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f 1 + e’ + ^ + f.e* + } X - fri + 3 

I 4 m 


1 

a a. 


2 .^ 1 — 2 m ), ('^ — 

('s — '^m),( 2 — m) 




' {J5,C9) + ^^C«o^}.5^Co)L_^^C5)_ii.C^ce)_2(:/9^^ 

+ 6 m.{ 4 ^.<'>+^,<>>_^,<«-l 0 .^,‘'>.e-+i.C^,°W,®>‘} 


ar-î+.il; — i.^,<'W,H 

4 2 — m — c 1 


o={i— (- 2 — m— c/).^,«>+l.ra .-J * , 

“' U2±=:+-±-].^, 

lia a — m — c) 


f 7 .(' 3 + 6 m— c; 


+'_Û± 2 i+;,^,f) ) 

2 — 3 m — c 


O —(l — r 2 — — i.m . — .< ^ , a 3m c 

l ( a 3— 3)71— cj 




f^+îjm fi+am+t? ^2 


o={i— + -rn 


‘ : I - < 

4 




a a ) 2 


3 — am 


e'+ 7 -{- 


O =f I— -(^C— m)') w .— '.< f I r / •> 

^ ‘ ■' )+[l±ltl+^l.^,l 

l 2 C’^m ) 


+ 2 m 4 ’C 2 

4 c — m 


o=={i— r^c — 2 + 2 mr}.^.t*‘>+^m ^ ^ 

( * ac — a +2771 * 

O = { 1— 4g’} . + J . |g‘— 1— ï- (^) + 7 • w — 1 . m . 


fa + ii .m+8.m* ( 10+19. 7 n+ 8 .m*^ 

1 a ac — 2+2771 


3 +a 77 t— ag __ ra+»»^ 

i 4 "^4.(^1— m; ag— 3+3m 


f'**’^* * ‘ '’^aS^a+ajB 


O 
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OT=(i — 4„1‘; , 4) ^ 


r, A+c-2^-io.m) 

(i+— + - ■ ^ w_r,o+ 

a J m ^ I 


O ={i— i m .-.. 

]+r5+»o-^.^’°^-^ -- - + A‘'^ 

|,+,„+Ü±Ï:'+’jX‘-ÎL' 




/ — 


If 1 +2e'‘+2e'*; + '-~^.( 1 + lo^-\- Sc'^jI 

4.(1 -mj 


— * a I A6+ai.m — M-m*) , . 3*r*+"0 


O = JiiZifZ ^ + O,, 




3m* a. 1(.V^.- ' . 0-2,.;- ^-Zi-zl2:ÜL^ . ^.C.r)| 


2.(1 — 2m)* a, *1 

— 5 . — ( 1 — •2.m).Ay^^ 


1 1. Considérons présentement la troisième des équations {h) 
du iC. I. La fonction 


(^Q\ 

h^u \du ) h*,u^ V ds 


devient 




--r03 r-V - 21 -M I f II. COS. (4^ — .''; 

' 2h^.u^ 8h^.u^ 1 + 5 •COS. (^ 31 ^ — 

• r. -, î T7Z • "LL ^ S 

développons ses différens termes. Le terme — ~ donne par son 


développement, la fonction 
Mécan. cèl. Tome IIL 


3h‘.u* 


Ee 
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( ^ y-h\.e^) .am. (gi^ — 0 ^'" 

— Vic, sili. (g^ + c\^ — ô — '7^) 

— ae.sin. (g^ — 

+ ^ e'.shl. (gi^+cmv ^ — ô — 'nr' ) 

+ ^c\sin,(g^ — c mv > — Û-h'^'J 

— [ c^.sin. fücv» — gi^ — a.'Tsr-\-S) 

? TTl^ . U ^ S 

Le (lévcloppcmcnt de • — - — ^.cos. (-j. — îa , se réduit à mul- 


- . TU 


a /i ^ . u'^ 


tiplier le développement de ^ — j.cos. ( ae — 2 e'^, que nous ayons 

donne dans le n". 6, par - ; et l’on aura 


f 


S 
U 

f (^+m) < , 1 . . > 

I I + 26"" .y — ~.e "" I . sin. (^1 ^ — 2me — g:e+ 9^ 

+ sin. (^ 2 e — — 6) 

— - 2 . ( i -i-m) .77, siu. ( 2 ^ — 2m^ + gu — ce — 0 + ^^ 

I — 2.(1 — 2 e+ 2 me — 9 — 'txt) 

+ 2,(1 — m) . c . sin. ( 2 ^ — 2 m e — g e + c e + 9 — 'tf) 

— 2.(1 — in) .e, sin . + c e4“ 2 e — 2 m e — 9 — 

— \e . sin. (^2 e — 2 m e — gv — c'me-l- ^ + ) 

+ \ c'. sin. 2 e — 2 me + ^e — c'me — 9 ) 

+ { c . sin . (^2 e — 2 m e — e + c'/w e -4- 9 — ^' ) 

— ^c'.sin. ( 2 e — 2 me- 4 -{§r^ + e'me — 9 — ^' ) 

("lo-PKj.m + S.m*^* ^ |sin.f 2 e — 2 me — 2ce + ^v f 2<3r — 9jj 

4 * ’ l-+-sin.f2ce+g^e — 2e+27/ie— 2'5r-“9j j ) 


-.m 

O-, 


læ terme 


3 . m ,iL 


8 /i“ . u-^ 


■ . COS. (y — y ) produit les sulvans , 


3 7 . m a a 
I G a , a 


,^.y. (si 11. é^e — e + /7ie — 9j +sin. (gy + y — me — 9^}. 

Le terme dépendant de cos. éje — ^y’) est insensible^ nous n’avons 
même eu égard aux deux précédons , qu’à raison de leur petite 
inlkience sur l’argument de la longitude lunaire, dépendant de 

e — Tii y, 

^ , 1 ds /dQ\ 

La fonction , •-r^-(-r J? Que renlerme la troisième des 

/l^u» dv \dv J ^ 

équations {L) ^ donne le terme suivant, 

%m\u'^ AS • X Ax 

— ^^— -gy^cos. (gy — &).sm.('xy — 2y). 
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On aura le développement de ce terme, en augmentant clans le 

-COS. (2v — les angles gv et !2v, d'un 


développement de 


angle droit , et en le multipliant par g, ce qui donne 

^|i + 2e “ — + .sin. (2v — 7mv — gv + S ) 

+ sin. (2v — ^2mv-\‘gv — 

— 2 . ( i rn) . e. sin. ( 2V — 2mv-\-gv — cv — 9 + ur^ 

-t 2 • ( 1 /nj , c. sin. Cgy-\-'Ci/ — 2 v + 2 w v — S — 

— 2 .(i — m) in. é 2 V — 2 mv — g v + c v + 0 sr ) 

) 


— ^ 


m) .e. 

sin. ('gr + cv + 2 V — 2mv 

— 0 

i+^ 

e'.sin. 

f 2 V - 

— 2mv — g V — ni V + 0 -4- 


+^ 

c! . sin. 

f 2 V - 

— 2 mv^gv — c mv — 0 + 

•m' ) 

1 

L 

e . sin. 

("2V- 

— 2 mv — gv^c'm r + 0 — 


L 

e'.sin. 

r^v- 

- 2 //2 V +ge + c' m V — 0 — 

v' ) 


c 


(10+19. m+8.m^j a — Sce+gv+S'?? — 0 ) 


Les ternies de la fonction 
produisent les suivans , 


.u^ 


' ( — sin.f2CV+gV-2r+ 52r//V-20-'3r ) ' 

• dépendent de u'\ 


ds 

dv 


3 ^ ^ C * ^ 

5/. {sin. (gv — p-\-mv — 03 — sin. (gv + r — mv — 0)). 

iba^a^ ^ 

. / âds \ 2 ^ fdQ\ dv r> 1 • • 

Le produit [ ^ J renferme la troisième 

des équations {L) du if\ i , se réduit k 

étant de l’ordre /w"", nous ne conserverons dans ce produit, 
que le terme dépendant de sin. (2v — 2 mv — gp-\- 0 ) ; et il résulte 

du développement précédent de ce terme est 

égal à 

i.m.éff*— i)a . . 

^ ° .v.sm. ( 2V — 2mv — gv+03. 

4.(1 — m) 

Ee 2 
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La U'oisièmè des équations (Z) du n°. i , se réduit ainsi à la forme 
suivante , 


O 


dds 




r ëtanl ]a somme des termes que nous venons de considérer. Mais 
pour plus d’exactitude , il faut lui ajouter les termes dependans du 
carré de la force perturbatrice , et qui peuvent avoir une influence 
sensible. 


1 2 • Le terme 


3m '. .s 


donne par sa variation , les deux sui- 


vans , 


'^TTi .11^ .^s 6 .m .S , 

.u^ ,u^ 


et il en résulte la fonction 


."1 


•^.m a 



Is 


■y—.-. ( 5 /'^ .c'*>.sin. Cgv — 

/jp 

. ^ fl 

+ 3.m •5"*sin. (ùv — zmy — g’v+flj 

U fl 

— 7.m . B . e y . sin. C‘ 2 V — smv — gv + cp+6 — 'sr) 

— 3./72 ,~,J}'Key,sin» C2V 2/7/V-t-gV cv 

a 

» 

+ 3.W .c^.sin. (gv+cv — av-J-a/nv — fl — -sr; 

().m “ n co) ' Jsin. Tav — ümv-^gv-^-c'mvA-^ — 'a') 1 

"^"4 ‘ I +sin. V — 2,7îv — gp — c'mv-^ü + v)] 


— nAy'^— .e'T-.sin.é 2cy+gv-2v + SOTV-aw-fl^ 


CO — ay^^C'Oj .c^j/.sin. (zy — amp+gy — 2cv — fl + a-sj. 

U 

*XTYl . u!'^ .S ‘ , 

Le terme — -•cos. a v'j donne par sa variation • les 
suivaiis J 
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, 6 m\u",£,^u 

' . cos . (iv ZV J — ^ . cos . ( 2 ^ 2 V j 


.u^ 


et il en résulte la fonction 


+ 


/i* . ii^ 

3 m'.u ^ .5. 


;l^u 4 


• silî . (lU y 


4 

1 ll!îi ?- f (éi .siii. — cv — Ô-{-'7rj^ 

2 1 — m).By^ — .sin. + — Ô ?r; j 

(gv — cmu — ô + 'is-'n 
4 -|/?_c«o) — (avJ^cmu—^ 6 — 
sin . f2 V — a ;; 2i ^ — g^~{-c///v+ 9 — 

+ 5 /^\siii. ^2 V — 2 mv — gv — c'/;/p»+ 9 +^'^) 


4 


co_ 2 ^ C-) 

3 -^ .... y r 


. C > 

- 4 




( 10+ 19. m+ 8 . 771 *^ 
4 


.B 


|. sin . (^cv*^ 


g V — Z'if+Bj 


— li ^. — . j 5 ^<^*'\ e ’ Q ^. sin . é2v — zrnv — zcv + gp+Z'zr — S J. 

4 

%m .u^ ds , ^ 

Le terme ; r . 7 -. sin . (zv — zv ) donne par sa variation 

dv * 


ym! .U ^ d.^s . f €}.m\u* 

— .— -.sm.é^v — 2 v 

2 / 1 ® . dv 


ds 

h , U* dv 

ils 


De-là résulte la fonction 


îi^.a^ dv 


^u.~ .Sitl. ( 2 V OP) 

<rv' . cüs. (2 P — 2 P J, 


3 .m a |(^ 2 - 277 i-gJ. 5 ,^'’^ + 

5 — rti — g) . 0 “^ 


3.m 


4 * 

1 — ^ 




« J 

+ — 

.-.ey.i 

2 

i 

». 


3. //Z 

« . 

*— , 


4 



^■(i—i.e'^).y.sin.Cgv~8) 


, . _ , j{(i + m).C 2 —'im—g).B,^’‘^—^,^‘y}.sin.fgv—cv— 8 +^j\ 

3 ' a/^^' [-]r{Ci—m).C' 2 — 2 m~gJ.B^^‘‘'>-\r^,^‘^}.sin.Cÿv+cy- 9 -' 7 !rJi 


' (1 — m — gj 


. 5 ,c»> 1 


sin . (gv — c'rnv — fl + sr'j , 


I , f f 2 3 m g).B.^'°^ ) ■ , t A ' 

j + I _ IC2~ ^J-gJ.B^^o^ • 

I -i~Cg — . sin. (^v — zmv — gv~\-c'niv + 9 — < 2 ?'^' 

V + ^^ + 7/xj . ^iC 7 ) ^ sin. (tlv — 2my — gv — c'niy + 9 + tr'y . 
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3 . ni a 


/ . f . « t Q 7f,'^ 1 i . si 


^ f ^o-^- IQ .ni-f -8 .m'^J 


/ 2 — 2 m— g). 


,C 2^ — gV — 2« + ij 


a 


. . e"^y . sin. — ‘imy — -f- 2 


Enfin la fonction variation, 

I 


les termes 

- . ( r 2 - 2 - 1 ] . r 1 — y^j 


î iï — ^ 


’.T^.sin. — 9 j 


Ao+io.w+ 8 ./ 7 i* ) . . ( 

I -.j L___ 

2 .f 2 c — i-\- 2 m) J 

Les lerincs clépcntlans du cube de la force j)crturbatiice sont in- 
sensibles. 

10. En rassemblant tous ces termes, la troisième des équa- 
tions (L) du 11*^. 1, deviendra 


1 + 2 ^*— + 


dds 


O — — +5-i--.7Ai . — .\ ( 1 — m J 

I — — 3m— + HJ — g).B,^^\e"" 


) + :Z^‘_ 4 ^^co)^ io.Ay\d^— 2 By^ 

r 1 — //I 


.y.sïn.Cgv-^) 

■A^n 


ri' 


, 1 

•h : • 'a 


- " " IlIZ^ 




j-O'-sin. rav — 2mv-\-gv — 


. y . sin. (zv — 2H^^' — g:*' + ô; 


9; 


"’; l ^ 

\-\-iii .-. — 2 + fl — m ).('^ — 2m — g),B^^°'>} .ey-sin-Cgu-^-cv — 9 — - -arj 


+ i.m . -. — 2 — 3^/'^+ f 1 +»»Lr3 — 2m — g) . B . ey .sin.Cgv — eu — 9 + »-^ 

— ^ <2 

-}- t./n • {i +g)-C I — wij — .ey.sin.Cav — smp — gp-^-cy + Q — 

— “ a 

+ L '« • — • {Cg — O • f 1 + m; 4- BJ^> — 2^/'^) • • sin.f 2 P — 2 mp+gp — cv — 9 + 
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4-;. m •—>{(i'\-g)-( I +'^0 + + sin/ : 2 V — oliuv — gv — cv+9 + ^ ^ 

-4;. m . -.(3 + + f 3 - 3 m-g ). (p'^.siil. V + — S — 'zsr^j 

— ^ d 

4;.7?i . -.( 3425 ^^^)— • ^.('3 — 2m— ^^).5/'’)----('3-~7n---ÿ;.5^('^)}.^'>.sin.^,^^'---c■mv — Î4r-') 

25/^^435/^^ — ( ï 4 g'“7n^.5,^*^] ,e y.bxw, ( 2v-7mv~gv-\-c iiiv-]r^ — '^' ) 
"/ I ^ - J 

„ (25„(‘')— 5_,o.^A’+4^>^"W3-2/«-2c+;^;./?.('=^j 
+ i.//i r:-2w/-£- f ( 2-2 ot-/v)='-i n , ^>.c'’>..sin.r2cv-ij:i/- 

f « /■ N f 1 0 4 1 9 • + 8 . 771.* ) ) 

— ^ a UB(-=‘)4-ri — isf- ^■L Z 3 

1... — ! ■' ' '' /. l .<?»i/.sinYi 


23-+- sr ) 


4--.m . . V 4 / 


• c'j/.sin.r 2V 2?nv 2CV + f't^+ isr- 


+;''‘‘-:r| 


l O + .Q.m+S.m- 1 

2 ' >.e\.ain.(-2cv + gv — 2v + znw — 2 ®^ — 8 ; 

4- lo.jy^—iAy ‘^— 


+ ;./« — </ + mv — ôj 

a. ^ 


41.7/i . — •> .sili. 


1 4. On doit faire sur l’intégration de l’équalion difTci’cnliellc 
précédente, des remarques analogues à C(*Ik\s du n°. ro. On consi- 
dérera dont y et 9 comme variables en vertu de la variation de 
Texeentricité de l’orbe terrestre * en substituant ensuite pour 5 , la 
fonction y.sin.fffp — Oj-hS'Sy et comparant d’abord les sinus et 
cosinus de — 9, on aura les équations 


ddè 


O — y 


dv^ 
dd y 


dè\ 

Tv) ' 


dy ( 

’ V 

•[(s- 0->j+(P’ + î'-«''-'-»! 


p"-\-q\e^ désignant le coëlEcient de y.s'm.Cgp — 5; dans l’équa- 
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lion clifrcrcnliclle {L") (iu n®. précédent, où l’on doit obsei'ver 
que cl rciifci incnt déjà le facteur i — {e'^. Laprctnièic 

de ces équations donne eu l’intégrant, 


dv 




H étant une constante arbitraire. La seconde donne en négligeant 

■ ■ 1 ' 1 
, ainsi que le carre de ç -e 

dé _ — — ; i./.e'* 

^ ^ ^ UTqÿ'’ 

et par conséquent si l’on regarde p" et comme conslans , ce 
que l’on peut faire ici sans erreur sensible , on aura 


S — gu — \/i+p' v 


^<7" 


V 

A étant une arbitraire ; ce qui donne 


• J" û c/ U ~i~ ^ 5 


sin. — dj = sin. [ ^ - - .fe’^.du — a |; 

d’où il suit que 5 conformément aux observations, les noeuds do 
l’orbite lunaire , sur l’écliptique vraie , ont un mouvement rétro- 

grade égal k {\/ i+p" — i } « ^4- ~~ z =i r :rj •fe'^.du. Ce mouvement n’est 

V i+p" 

pas uniforme , à raison de la variabilité de et l’équation séculaire 

de la longitude du nœud, est à l’équalion séculaire du périgée, 

9 . . ? 

comme — — est a ; - _j rr. 

Vi+p" Ui-pp 

La tangente > de l’inclinaison de l’orbite 1 unaire à l’écliptique vraie, 

est pareillement variable , puisqu’elle est égale à | ^ | ; 

mais il est aisé de voir que sa variation est insensible , et c’est la 
raison pour laquelle les observations les plus anciennes n’indi- 
quent aucun cliaiigement dans cette inclinaison , quoique la posi- 
tion de l’écliplique ait varié sensiblement dans l’intervalle qui 
nous en sépare. 


On 
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On iiura cnsuilc les cqualions suivanlcs, 


; {l~( z — '27n—gy] .B ^ 


(O 1 


' /h ^ lo.A, ''"■.(f — e/->\' I 


O = { I— r 2 — 2 m+g-T} . 5,co+ ^ 

<(,( a j 

O r=: { 1 — (g-\- cy } • By^ + 1 ./n . — By-'—i. -I- ( 1 — m ) . ( 3 — 2 f 7 z — g) ■ B , ) 

n 

O — { 1 — (" g—cy ] . By^ ( B y'' — ■?.—o.Ay^ + ( i + m) . ( i~>/n—g) .By\ 

O ={ i — ( 2 — a/71 — gycy] . — .{(i+g).(y — m .) — -y.B , By^} 

l 

O = { i — (■). — 'îm-yg — cy] .By^+i.77i {(g — î).( i+»i)+ B.y ^ — ' * 

O = { I — c 2 — 2771 — g — cy} . By'^+}. 771 •—■[( ' —■'B y j 
O ={i — (g+my}.By'>-{-l.7n y zB y'> y }.( ■^-277i-g).B y'^ — ( ^-^^///-gj.B , '" } 


o — {i—Cg—my].By’yy77i.^ . i^ + aBy^ — yc i-im-g) . b y^— c n/- g) . n : ] 
O ={ I — (2 —771 — gy} -B y^ y\.7ii 3 ^/"' — ( ' y g — >") ■ ” j 

or={i—(a—^m—gy},By'‘^yl.m\~.{2By’'^-y(xyg)yiBr-(iygym).By ] 

ü={i — ('^c—gy].By'^y}.7/i.-.. w , f 

\-C i-2771-g) (gym-r). } 


O ={l (‘2 2771 2C + ^^’} .By^'>y}.l 


a \o,By^^y(i—g)y 


( * ' 9 • 


4 


l-}- 10 .^ 1 ^’^ — 4^/"' — 


O ={i — (acyg — 2y2my} .B y^'>+\ 

■- + io.v/y')— 55 /"- 
O = {i — (gyTTi — ly] .By^'‘yym . {3 p 2 By'^>] 


f, 


10 + 1 9 • m+8/n'^ 


y2By^> 


o = {i-(gyx~-7ny].By^^y\.m .-.{^y^Br^^}. 


— a a 

a 


Mécan. c£ii. Tome 111, 


Ff 
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l5. Il nous reste présentement à déterminer la valeur 
temps t en jonction de p. Pour cela , reprenons la première des 
équations (L) du n^ i , 


dt = 


dv 




dv 

IL^ 


11 faut par le n'\ 6, y substituer, au lieu de w, la fonction 


I [ I Z + i+e"),cos,(cç^ — ^)\ . 

a [— iy.(i+e^—jyJ-co 3 ,( 2 gi^ — 2OJ j ’ 


On aura d’abord , en développant le facteur , un terme indépen- 
dant de cosinus , et qui par la nature du mouvement elliptique, 
doit etre (livre second, n*^. 16) 5 011 aura ensuite 


dt^ 


a'^dv 


f 

Il — ie,(i — ^y)»cos.(ci^ — 1 

) + + — ^>“;.cos. ( ACP — 2^; / 

) + ï + {c '" — ~y''J.coH.C 2 gp- 29 j — elcos.f 

J (~~~yy-lcOS/2gP~CP-2S + 7!rJ+COSd 2gP-j-CP-29-'î^j}l 

fl +r^"-f>"“3<?.cos.éce-srJ4.3c".cos.éace-2^j 
l+î^^-COS.é 2 gP- 2 Sy ley.COS.f 2 gP-CP- 20 ~l-^J 

[ + î — 4 e. cos. fcp — — &c.} 



y 


La partie non périodique du second membre de cette équation est 


a'\dr f 27. mt yïf-.A.y^ . ^ ^ 

Va • ^ + S 7 T ;; + + . 

y t 64.f1— 77 ^/ — J 

Le coéllicient de dp dans cette fonction , n’est pas rigoureusement 

constant. On a vu dans le n®. 10 , que l’expression de - contient le 


3771* . e '^ 


lcrme ^ 5 ce qui donne dans a% le terme \ m ainsi 

4 «y 

. , a^dv . i — * , 

la quanlilc cou lient le Icrnicl.a* .dv.m .e ° ; or on a a 1res- 

1 1 — 2 

peu- près , a/=-;m = aw*, l’expression du temps t contient 



SECOND E P A 11 T I E , L I V 11 E Al!. 2 .> 7 

7 /A* 

donc le lerine — ,J e'\U> ; et par conséqueiil la valciu' de la longi- 
tude Yiaie de la Inné, en fonclioii de sa longitude moyenne, con- 
tient le terme — ou \.m'^ •] n d t ,e''^ d’oii il suit 

que les trois équations séculaires des longitudes moyennes de la 
lune , de son périgée , et de ses nœuds , sont entre elles comme les 

• * / — * ““ ^ d' • f 

trois quantités 3m , -, — . A la vérité, les termes dépen-* 

V/i~~p V^-\p 

dans du carré de la force perturbatrice, changent un peu eetli' 
valeur de l’équation séculaire de la longitude moyenne ; mais il 
est aisé de voir que les termes de cet ordre , qui ont une iiilluencc 
très-sensible sur l’équation séculaire du périgée, n’en ont qu’une 
très-petite et insensible sur celle du moyen mouvement. 

l iii partie non périodique de est égale à - , et si Ton néglige 
les quantités de Tordre ^ ce coéllicient est . On a ensuite 

r 

par le 10 , - = i — ~ 77 i*) : ce nui donne — = 1 4- ^ m* , et 
a a, ^ ^ 

a} 1 1 / I \ 

~ n~ )* ^ 16 du second 

livre ^ n — a' . \/^ri y partant 


n ■ 

/i* 




* • r I + r = rri -(1 + "- 771^) J 


cToù Ton tire 

— * — * a 

771 = 77Z\ f 1 • 771 • — = 771 *. 

Supposons maintenant que Ton ait 

72^+g = P + (e'^ — E'"") •du+Co^'^^-e.sin. (ci7 — •») 

+ e* . Sin. ( OlCV 'Irr) 

-P Co^*^.e^.sin. ( 30^ — 3*^^ 

4 - • y * . sin. (*xgi7 — 2 SJ 

-P . ey* . sin. f 2gp — cp — 29 -P ^ ) 

+ CJ^^Key* .sm.( agf^ + cp — 28 — w) 

+ ( 2 i 7 — 2 r?ip) 

+ . e • sin. ( 2p — 2771P — cp+^) 

Ff 2 



5228 MECANIQUE CELESTE, 

+ Cj^ .e.sin, ( 2 P — 2 mv-¥ci^ — >sr) 

+ C.y -e'.^\ï\, ( 2 v — m V — ) 

+ (2 U — 2 mv — c ) 

i- •€. sin. ( cmv — 

4- Cy’^'^ • ce . sin, ( 2P — 2 7 np — cp + c m p + ^ — ) 

-h Cy'^\ ee'.sïu, (2p — 2 mp — cp — cmP'\-'^ + ^') 
+ Cy^Kce'.HÏu. ( cp + cmp — ^ 

+ -ce ' . siïl. (cP cm P -zr + îsr'^ 

( 2 CP — 2 p-]- 2 mp » — 2 *^^ 

+ Cy^Ky"" ,sin. ( 2gp — 2p>^2mp — 2^) 

+ C/'^^.(?'\sin. (2 c mp — 2 w'J 

-I- CyK ~.sin. (p — ?np) 
a 

+ Cy^"'^ • — ,€ ,su\, (p — mp mp — 

On aura 


C; 


, \ K . 771 ^ , A 

— '^-n— îî’;+ ^ ^ 

4. ('1—7/;.; 







Yi+iti*— i').";— 3 A^'°^+ 


CJ'): 



7 



.( i+ûe *^ — j 


— 3 m^'e* 


f 


+ 


C 


4.(1 — mj '' \ a — sm — c 2- 

■ 9. y/ J"} .('i + ic“_i^“;4.3t?’^,C) + 3 


L — y/i 'l 


-2 77 ^ 4 ' 6 ’ J 


2 2 771 



c.(- 
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I 3mV('i4-ac’‘ — — T-e'’*} ^ .(i+in). ^ ) 

/^.(i — ?n) 2 — 2 m — c I 

3m’,F*y 1 o-f- î <)w-f“ 8 / 7 /^ ) ^ , , , , . , , ( 

8 .(UC 2 4- ^ ^ ^ J y 

2 2 777 c 


C = 


3 m* 1 m * .( I — ni ) 

• — ^ — y) 

I — 2. m 4- ( ^ 


4 4 1 j ^ “f- < 


3?^-® 


r(n) — 

— 


4 4- — 


U. — 2 m -\- c 

—yJ}^)+lyïy'Ke' 


C 


't -(2 3 m; 


•î yt y'> ■\-'^ A y'> . e' 


3 — 3 /« 


) 

[ 7 

* ] 


^ 2 3 m 

2 77i J 




^ — im.y^Ay''>-JrAy'> — A^''^ — lO.A y^.c^ -\-\.(A p — Ay).e^y 

[■im^.Ay 9 . 7 . mi ■) 

+ [yy-) '))— aX‘'>- (" 1 +;<••— i'/;}) 

[ + 3 . w . e“ + 3 . c* . (T^^/'-o + ^.0); 

+^~.(ii. cy + o.cy~-^Acy^) 


.(u-^m) 3m^ 


çy): 

cy)-. 

cy)z 

cy^-- 


442 — rn — c) 442 — m) 


9Ay+^Ay 


2 — m — c 

2 1 . m“ 4 ^ + 3 j 21 . 7/i* 

442 — 3m — cj 


lAy+^Ay 


2 3 771 — c 


— 2 ^ 4 .^) 4 - 3 ^ 4-0 

c^m ^ 

3 


c — 7 n 
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' . f KJ . f 0'^^^ 

i 8 .' 2 (’ — 2 -j- 2 /nJ 2 — 2m — c i6.(i — mj 




- 3 ^;‘>) + 3 ^/')— a^, 


l_o^_ ( " )_ 1 ± 


2 c 2 + ^ 


3 C — 2 -f- 2 m 


Cette valeur de semble etre de J’ordre zéro ; car son numéra- 
teur renferme plusieurs termes de Tordre et son diviseur est 
du même ordre. Mais on a vu dans le n”. 5, qu’en n’ayant égard qu’à 
la première puissance de la force perturbatrice, la valeur de 
ne peut avoir pour diviseur, le carré de 2c — 2 + 2772 ; il faut donc 
que l’ensemble de ces termes sc détruise aux quantités près de 
Tordre m : c’est en effet ce que le calcul conlirme â posteriori II 
suit de-là que dans les valeurs de ^ 4 et de de Texpression 

de Cy^'\ on doit rejeter les termes dépendans des carrés de <?' 
et y. Chacun de ces termes introduit dans des quantités de 

l’ordre e'" ^ tandis que leur ensemble n’y produit qu’une quantité 
de Tordre e “772 , que Ton peut conséquemment négliger; il y a donc 
de l’inconvénient à ne considérer qu’une partie de ces termes, et il 
est préférable de les négliger tous. C’est un de ces cas singuliers de 
l’analyse des approximations , dans lesquels on peut s’éloigner de 
la vérité , en considérant un plus grand nombre de termes. 

On a ensuite 


3771* 

— 2+2771^ 16 + 1 — m) 




2g;— a+a/71 


2g — 2 + 2 772 

On doit appliquer à cette valeur de une remarque analogue 

à celle que nous venons de faire sur Enfin on a 

ç(ii) 

* m ’ 






C.C 3 ): 


— Jn) 

(+ 3^,(0). ^_(> 7 ) 




1 — ff» 
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1 6. Déterminons présentement les valeurs numériques de ces 
divers coefficiens. Pour cela , nous remarquerons que les observa- 
tions donnent 

m — 0,0748013 5 
c ~ 0,99154801 ; 

g — i,oo4oai75 ; 

e' — 0,0(6814; à l’époqne de 1750. 

y = 0,0900807. 

Suivant les observations, l’argument CoC’Le.sin. ('ce — v) e.sl à 
très-peu- prés égal à — 6999a", 3 .sin. (cff — v). On a donné dans le 
n". précédent , la valeur analytique de CJ"’ ; en y substituant jxnir 
et leurs valeurs qu’une première approximation m’a 

lait connoît re; j’en ai conclu 

e — 0,05487293. 

Cette valeur a toute la précision nécessaire pour la détermination 
des coëfliciens &c. J’ai supposé , conformement 

aux phénomènes des marées , la masse de la lune -^dc colle de la 

58.7 

terre. Cela posé ; les équations entre ces coefficiens, trouvées dans 
les n”’. 10 et i 4 , deviennent 

0,00723508 — 0,00501814. 

Ay'»— o,2o4o44 — 0,0660894...^/”^ — 0,0480577. { 5 /"' — 

-^,(">= — 0,00372953; 

-^a(^>= — 0,00315160 — o,oo 44 g 6 io. 5 ,(’'; 

AJ>^=z 0,0289026 — 0,00564793 ; 

-^.(''>= — 0,19331 5-1-0,104996. -^,<’>-ho, 372796.-^/3) ; 

-^/’)= 0,538027 -1-o,o334o44.-^,'')-1-o,i 351 44 .-//“); 

— 0,0908432-1-0,1 39071 .-i//') 0,280299. 

0,0791 193-1- 1,05 5799 , + 0,270902.-^/'’); 

A,y°'>= 0,00285 368 — o,oo 4 1 5018 . B y 

y//")— o, 366 ioo-o,oi 72 3 38 .-^.(’)-o ,2 59744 -;/,^'“)-o, 3 s 468 o.é-<é,('v''; 
Ay^'i— 0,00265066 ; 

0,0523335— 1, 5 5593 5. 0,220276. 

Ay^'^— — 0,0129890 ; 
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0~ — 0,1007403 +0,0385084.^/, 

— r, 0';>.2473 — 36,11032. { BS ^^ — . i?/ ; 

0,1 1 46:^3 +0,166591 — 55^78 1 ï • 5 

A}''^z=z — O, f 21028 + 0,937593 — . 0,00003 1563 •A}'^^ 

-0,139767. + 

A }'^'^— 1,208124+ 1,018700.-^/'^^ — 5,074801 ; 

^^ (■'.»)_ — 0,12 J 295 + 0,675879 .^/'')+ 0,183834 

0,0287031 — 0,0574772 .^^^"'^+0,000432665 
— 0,00000236395 J 

^^(0— — 0,00564433 +0,0048210.5/"*) ; 

5/^)= 0, 01 66486 + 0,01 66486 .-^/*) — 0,0165194 . 5 /"^) j 
5/^)= 0,00656716 — 0, 007083 86. 5 /"^) 3 
0,0000147361 — 0,00681821 .A 
— 0,0183098 — 0,0170013 . {Ay'> — 5 /*’)}; 

By ^~ 0,0809777 + o,o 24 gig 2 . 5 /"*) — 0,0478194. 5/'^) 3 
5 /^)— — 0,0868568 + 0,187099. 5 /"*) + o,o556224. 5 /^) 3 
By^=z — 0,0263090 — 0,0787687 . 5 /°) + o,o5o654i *5/^)3 
5 /'"')— 0,0712575 — 0,03047765 . 5 /"*) + o, 0211192. 5/7) • 

5 J‘')= 0,42 1 270+0,842540.^/')— 0, 3 3 7016. ^/")+o, 5 86 564. 5 /"*) 
+ 0,157666.5/'") 3 

5 /'*)— o,oooig 4 i 4 i — 0,168403. +/')+o, 0673614. {^/") + 7.5/")} 3 
By ^'^=. 0.0847889 + 0^147896. {^/‘) — +5/"*)} — 0,0591 5 86. ./://” ^3 
5 /’^)— — ^ 0,01256193 
5/'^)= 0,00386625. 

J’ai conclu de ces équations , les valeurs suivantes, 

J [ O ) _ 0,00709262 3 
Ay '^ = 0,20261g 3 
+') = —0^00372953; 

= — 0,00300427; 

— 0,0284957 ; 

J y ) = — 0,0698493 ; 

= 0,516751 ; 

= — 0,207510; 

= 0,274122 ; 

0,00081065 ; 
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= o,34go68; 

ylW — 0,00265066; 

Ay'> = 0,00758755 

= —0,01298905 
A^'^'» — —0,742373; 

Ay ^'> = — 0,041378; 

Ay-’') — ^0,113197; 

Ay ^'> — 1,08469; 

— 0,001601; 

B y') = 0,0283831 ; 

— — 0,00000236395, 

B y ~ — 0,005507485 
By = 0,0195530; 

B y — 0,00636608; 

By = — 0,00136676; 

B y = — 0,0212720; 

B y — 0,0782400; 

By = —0,0833684; 

5_(9) — 0,0327678; 

By'>~ 0,0720448; 

By)= 0,491954; 

0,0061023 ; 

5/'’)= 0,0920621 ; 

-83^''*^= — 0,01256195 
By^>= 0,00386625. 

Au moyen de ces valeurs, j’ai rectifié la valeur de e, en faisant 
usage de l’équalion 

C„W.e = — 69992'',3. 

L’expression de trouvée dans le n'’. 1 5 , donne 

= — 2,003974; 

d’où j’ai conclu 

e = 0,05486281 ; 

ce qui diffère très-peu de la valeur déjà employée. J’ai trouvé eu- 
suite , 

Mkcan. cjÈn. To?nc 111. G g 
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cy^ = 

0,752886 ; 

cy^ = 

--0,336175; 

cy^ = 

0,243 * j 

CW = 

0,722823 5 

CW 

— 0,250034 ; 

cy^ = 

— 0,00919876; 

c.w = 

— o/i 1 4 o 46 J 

cy^ = 

0,0129865 ; 

cy ^ = 

0,00392546 ; 


— 0,0387853 ; 

Ay^ = 

— 0,00571628; 

C/'-) = 

Oj' 967 - 55 ; 

C.C‘) = 

0,127650; 

C.C'^) = 

— 1,081734; 


0,373 i 

C ^ Wz = 

— 0,616738. 


Tl faut par le ii". précédent, employer dans le calcul de et de 
les valeurs de déterminées en n’ayant 

point égard aux carrés de l’excentricité et de l’inclinaison de l’or- 
bile lunaire. J’.ai trouvé ainsi les valeurs suivantes de 
^ et dont on doit faire usage dans ce calcul, 

Ay') ~ o,aoi8i6 J 
Ay^'iz= 0,3491875 
Ay^'>= 0 , 0077734 ; 

By '> — 0,02826365 

d’où l’on tire 

C/‘®> = 0,272377; 
cy ‘’'> = 0,633825. 

On a ensuite , 

= 0,173647; 

C/'®' = — 0,236616; 

= — 1,16938. 

Cela posé, l’expression de + « du n". 15 , devient , en réduisant 
en secondes , ses coëfficiens , 
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nt+i = + — E'°).dv 

— 6999 a'', 3 o.sin. ('et- — -sr; 

+ i 442 ", 66.sm.f icp — 

— 3 ï", 34 .sin. — 3 -®-^ 

+ i 25 ç^^, 92 .sin. ( 2gi ^ — 2^) 

+ 2o4'^',86.sin. ( 2 gu — eu — +^) 

— (2gu + cu — 2 Ô — '^) 

— 5856^^,1 1 .sia. — 2mu) 

— 14461^^528. sin. f 2 — amu — cu + ‘^) 

+ 453''558.sin. (2u — 2mu + cu — '^) 

4- ^2\o2 .sin. (2u — 2mu + cmu — 

— 4 1 5^^,! 6 . siu . (2u — 2m U — c'mu-i- 
+ 21 o6\oq . sin. ( cm u — 

+ 74^59 6. sin. (2u — 2 mu — cu-hc^mu + Tf — zr') 

— 63 5"526.siM. (2 U — 2 mu — eu — c mu + '^-b^' ) 

4- axg'',! I .sin, (cu-hc'mu — «*■ — 

— 3.62''^ 18. sin. — c^mu — 

+ 5 21 ''5(31 .sin. (2 eu — 2i' + 2mi^ — 2'^) 

+ i74"57 4.sin. (2 gu — 2u + 2mu — 26) 

+ 3 1^^525 .sin. (2c'mu — 2^'^ 

+ 376' )586.('i +x^.sin. (u — mu) 

— 58^5053 . ( 1 + /^.sin. (u — mu’\*c mu — 

Les deux derniers termes ont été déterminés 5 en sujiposant 

— = Cette fraction dépend des parallaxes du soleil et de la 
a 4oo 

lune ; elle diffère très-peu de ; mais pour plus de généi^alité , 

nous l’affectons du coefficient indéterminé i + î, et en comparant 
le terme dépendant de sin. (u — mu) , au résultat des observations, 
nous en conclurons dans la suite , la parallaxe solaire. 

Il est facile de voir , par ce qui précède , que les perturbations 
de l’orbe terrestre par la lune , introduisent dans , la quan- 
tité 0,2 5044.//, et par conséquent, dans Ja quantité — 0,54139,^^5 

d’où résulte dans l’expression de la longitude vraie de la 

lune, l’inégalité o, 54139. /!/. — . sin. L’action directe de 

Gg 2 
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1(1 lune sur la tei’re , produit dans le inouvenient de cette planète , 
rinégalilc (p — rnp) ; cette action est donc réllécliie à la 

a 

lune par le moyen du soleil , mais affoiblie dans le rapport de 

0,54 I 3 cj à ruiiité. 

L’expression précédente de e i^enferme les quantités c et et 
CCS quantités dépendent de l’action du soleil. Nous avons donné 
leurs valeurs analytiques dans les lo et i 4 . En les réduisant en 
nombres, on trouve 

g = i^oo4oio5. 

Le mouvement f 1 — ej.e du périgée lunaire, est donc^parla théo- 
rie précédente , égal à 0,008433 .p. Ce mouvement , par les obser- 
vations, est égal h 0,008452. y ce qui ne diffùi’e du précédent, que 
de sa quatre cent quarante-cinquième partie. 

Le mouvement du périgée est assujéti à une équation séculaire 
dont nous avons donné l’expression analytique dans le n^. 10. En 
la réduisant en nombres , elle devient 

3 ,000 ./( e"^ — E'^'J . d P, 

Elle a un signe contraire à l’équation séculaire du mouvement 
moyen , et elle esta fort peu près trois fois plus grande. 

liC mouvement rétrograde (g — i )-p du nœud de l’orbite lunaire, 
est, par la théorie précédente, o, 6 o 4 oio 5 Ce mouvement, par 
les observations, est égal à 0,00402175.^^/00 qui ne diffère pas 
du précédent , de sa trois cent cinquanlième partie. 

Ce mouvement du nœud est assujéti à une équation séculaire, 
dont nous avons donné l’expression analytique dans le i 4 . En 
la réduisant en nombres, elle devient 

0,73 54 52 . 7 . ./ é d'' — jB'V • dp. 

Elle a un signe contraire h celle de la longitude moyenne de la 
lune J d’où il suit que les mouvemens des nœuds et du périgée se 
rallentissent , quand celui de la lune s’accélère, et les équations 
séculaires de ôes trois mouvemens sont constamment dans le rap- 
port des nombres, 3,00052, 0,735452, et 1. On doit donc, dans 
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l’expression précédente de , substituer, au lieu des angles 

cv et gv ^ les quantités 

cv — 3,00052 ('<?" — E'*).dif ; 

gv + 0,73 54 52. 7. m”./ (e^ — 

L’équation séculaire de l’anomalie moyenne est ainsi , 

— 4 , 000 5 2. 7. Mi’. /("<?'* — E''‘).dv ; 
ou à très-peu-près quadruple de celle du moyen mouvement. 

l'y. Nous allons présentement déterminer quelques-unes des 
inégalités les plus sensibles du quatrième ordre. L’une de ces inéga- 
lités est relative à l’angle ap — zmp — ■2gP-^cp-h2S — et nous 
avons déterminé précédemment la partie de aS'u qui dépend du 
cosinus de cet angle. On trouve ensuite par le n”. 1 5 , que l’cx- 
pression dcnf-t-« , renferme l’inégalité 

2— ag-f-C \-1 -c</4-29 HT / 

Cette inégalité réduite en nombres , devient 

26",77 .sin. (-2 p — 2mp — 2 gp+cp + 20 — 'sr). 

Considérons encore l’inégalité relative à l’angle 2cp-[-2p ^mp 

— 2-3^. Si l’on rassemble tous les ternies dépendans du cosinus de cet 
angle , que donne le développement de la seconde des équations (Z.) 
du n”. 1 , et que nous avons déterminés dans le n”. 6; celte équation 
devient, en n’ayant égard qu’à ces termes, 

2 

ddu 3.//^ 

O = — + W-1 • — T .^^COS.^^iCP+2^-2/7^^^-2'3r j; 

4.(c — m + ij 

en nommant donc (' 2 cç + 2f/ — amp — a'srj , le terme 

correspondant de aJ'u; on aura 

-.éio — igm-f é2 — m-f c; 

J 

Si l’on nomme ensuite e’' , sia. {s cp + 2 p — 2 mp — S'»), le 
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terme correspondant de l’expression de n< + i ; on trouve par le 
ix». 15 , 


C' = 


{ 


— ( 10 — 

J 8.(C 771 -f-i^ 


3,m®.f 1—771^ 

g.m* X 

2—2m~\-C 

16. f 1 — Tny > 

(O) 

J 


2C Ü 771 + 2 


En réduisant ces formules en nombres , on a 

= 0,0020 1041 ; 

= — 0,01306185 

d’où résulte dans ^ l’inégalité 

— 3 5^', 03 sin. (‘iCi^’\-OLV — ‘imp — ct.'rs-). 

L’expression de dt du n*^. 15 , donne dans le terme 

. . sin. — 2 m V cv — c'm v — ît -f- 

2 — 3 m + c 

Ce terme est sensible , à cause de la grandeur du coefficient 
il est donc utile de considérer l’inégalité relative à l’argument 
— ^mv’\‘CV — cmv — La seconde des équations (Z») 
du n*^. 1 , donne , en n’ayant égard qu’à ces termes que nous avons 
développés dans le n^. 6, 

ddu, 21. m^. (2 — 3m;. (" 4 — 37n+c; , f 2 P — *xmp + CiA 

<3 = hw— : ^ ,ee • cos. i , . / )• 

4. fa — 3m+cj C /TZi^ — /jr-J-'Tîry 

Soit 

A' J'Kee' .cos, (^p — 2 mp+cp — c mp — + 

la partie de a^u dépendante de l’argument dont il s’agit j on aura 


= — 


21 .m® .f a — — 3771 + cj 

4. fa — {f 2 — — 1 }* 


Si l’on nomme ensuite 

CV‘^*^^^*sin, ('ip^ 2mp + cp — c'mp — 

Ja partie de , relative au même argument j on trouve par le 

15, 


21 .m^.fa — 3771^ 21 .m® 



4.f2 — ^ c) 4.f2 — 'im) 




^ — 3m + c 
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Eli réduisant ces formules en nombres , on trouve 

— 050134975; 

— 0,05344805 

ce qui donne dans nt + t , l’inégalité 

3 i",39.sin. (iv — + CP — c mp — ), 

Les inégalités dépendantes des angles ^cp — a.p’^'xîjipdcicmp 
— semblent devoir être sensibles i>ar les grands diviseurs 

que les intégrations leur font acquérir 5 il importe donc de les 
déterminer avec soin. En suivant l’analyse exposée précédemment, 
et en n’ayant égard qu’aux quantités du quatrième ordre 5 si l’on 
représente la partie correspondante de a S'il par 

. e^e . cos. ('2cp — + ^ 2 

e'^c.cos. (<2 CP — Q.P’^a. mp — emp — j 

l’équation différentielle en u devient 


(7/24-11 .m-f 8. m* J 7.é 104-19 *^4- h 


dda 3.m 

0= — + Z/+ — 


16 


2c — 24-3 m 
1 0+ 1 9 . m+S . m» é2 + 1 1 .m4-8.m“/) 


8 . {2c — 


^ , /2CP-2P-l-7mp\ 

.é?V.COS.( . / ,) 


3 .Î 71 j 8 ,(ic — 2 -\-m) 


16 




.e e .cos 


2 C-— 2 4 * ^ 


LJ' O) 


( 2 CP — 2 p-]r 2 mp^ 
^emp — ^ 




on aura donc 




3 m® 


^7.^24-11 .m4-8.m*^ 
16 


I — — ( 2 c — 24-3^1^* ]*" 7 41^+19*^+8.771®/ — 4 o.> 4 é*)[ ^ 

8.(2c — 24- 3 




— 3771® 


— (^ 2 C 2 + TTlj® 


[104-19.771+8.771® — 4 o.^é^) 

8 ,( 2 C 2 + 7 n^ 

^2 + 11 . 771+8 

Te 


Si l’on désigne la partie correspondante de «/+« , par 

. cos. (icp — 2 p-\-2mP’^cmp — — *9' ) 

+ C"é^ 4 ^V.cos. (2e P — TLP-^^mp — c mp — ) 5 
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on aura par le n”. 1 5 , 


10-1 

— 

C'/-- L_ 




I: 


3 i. 7 /i^.('io-f-i 9 vm + 8./îi*^‘+-i2o.m*.-^i^/*) 63.771® 1 

3771^ 4.(2 — 3m — c) 16.^2 — }f7i)i 

c 2 -j- 3 771 

- 3 .m*.( 10+19 .m+8.7n®^-f-i2o.777».^/9) 3.m®.(2+7nJ 

16. (2c 2 + 7W^ 


3. m“.(2+7ny 9-^ 1 

4 . ( 2 — m — c J 1 6 . ( 2 — m ) > 

J 


2C — 2 + /ra 


En réduisant ces formules en nombres , on trouve 

_ 0,7449325 
c^) — — O5OI 53320 ; 

C'.w = 0,5631375 

= — 0,0235572 J 

d’où résullenl dans nt-^i ^ les deux inégalités 

i8",i 5 .sin. ('icu — 2^7+ 2 mv + c'mp — 2 'z? ~ 

— o''576.sin, (2 CP — a p+2mp — c'mp — 2'3r + ‘?s;9. 

Les inégalités dépendantes des argumens ^cpzàzc'mp — ^'Tsrzp'or' 
sont très-faciles à déterminer par la considération de rexpression 
de dt du n°. 15. Cette expression donne dans celle de n/+e, les 
inégalités 

.Sin. ( 2 CP-^C mp 2'sr — 'Sr' ) 

H .sin. ('2CP emP 2'3r + '3r ); 

2 c — m ^ 

et il est aisé de voir que ce sont les seuls termes du quatrième 
ordre qui dépendent de ces argumens. En les réduisant en nom- 
bres, on a dans 7 it+î y les deux inégalités suivantes , 

9 ":> 7 ^ ('^ CP +c'mP 2'2Sr 'sr'J 

4 - 13', 89. sin. (2CP dmp 2'3r+Gr'^. 

Il est facile de voir , jiar rexjiression de dt du n®. 1 5 , que l’iné- 
galité dépendante de l’argument ^p — 4^7^^ — c^ + ^, doit être 
sensible. Pour la déterminer, nommons 

v^'/^^e.cos. (^p — ^mp — cp+'isr) 


le 
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le terme correspondant de a^zi. Il est clair qu’il ne peut cnrésul'- 
ler de semblables , dans l’cquation différentielle en u , que par la 
variation des termes de la seconde des équations [L) du n®. i, dus à 
la force perturbatrice. Nous avons développé ces variations dans le 

O O T -v A 3m'.u'^.É^u . 

n . O. La première est — ; et elle ne produit aucun 

terme du quatrième ordre , dépendant de cos. (kv — 

La seconde variation est 

9m'.u'5 3m'.a'3 , , . , 

TTT •‘^«^•cos. ( 2 p — 2 P )+ - — —.S'p .sm. — 2 P ) : 

elle produit le terme 


^.m 

— — — ■C'i — im).^,^'Ke.cos. (kv — 4 /rat» — 

La troisième variation est 

6m' du , 7m' . 11 ^ d.^u 

-j—r-^ — --ySin.(2p — 2P ) — .sin. (2p — 2P ) 


elle produit le terme 


du 

+ 


“ - — .( 2 — 2 m — c). (kp ^^mp — 

4 fl, ‘ ^ 

Enfin la quatrième variation est , 

~jir~ ■ ■ - " ■^—•Sin.CzV-2P') + lJu'.C03.('2t’-2u'r^ 

frfïitf'u 1 .u"^ .dv . qm' , 

elle produit le terme 


3»^ — 3mJ 

a, 4 — 4/71 — c 


(^4^— - ^mp — cp-\-^). 


L’équation différentielle en u , deviendra donc , en n’ayant égard 
qu’à ces differens termes , 


dda 

o = — +„. 


3.771* f 


Mécan. cÉii. Tome JIl. 


fjm — /\v-4fnv-cv 
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En y subslituant 

(ip — 4tmp — cp+'tr) 

pour aS'u ; on aura 




3ni“ 

T 




^4 — — c )* — 1 


Si Fon nomme ensuite 


C\^^\e.sin. (kv — ^mv — 

le ternie correspondant de n 5 on aura par le n®. 1 5 , 


cv'^ : 


f 3^^" 
I4./1— m; 


3m*. ^ i — m) 


\.^v^ — 


-4m- 






4 — 4 m — c 

En réduisant ces formules en nombres , on trouve 


— 0,000799351 ; 

~ 0,00294934; 

d’où résulte dans Fexp^essîon d»e 7 ^t + ^, Finégalité 
105", 01 .sin. (ip — émp — cp + '^s-). 

L’inégalité dépendante de 4 <^— 4 / 72 ^ — 2 cp + ^ peut encore 

élre sensible : Fexpression de aclt du n*". 15 , contient le terme 

/^'^)\e\du,cos. (^p — ^mp — ücpi-2^-r)‘ 
d’où résulte dans /2^ + ^ ? 1<^ terme 

3 .e“ .sin, — A mu — 2 cu + 2tst) 

a. {"4 — 4/71 — 2 c) 

1! est aisé de voir que c’est le seul terme du quatrième ordre , dé- 
pendant du meme argument , qui entre dans Fexpression de nt + i. 
En le réduisant en secondes , il devient 

68'^, 70. sin. ( 4 ip — 4 imp — 2cp+2>^). 

On verra ci-après, que les tables de Mason et de Burg s’accordent 
iï ne donner que 46 " environ , pour le coeflicient de cette inéga- 
lité ; ce qui semble indiquer que ce coefficient est bien déterminé 
par les observations. Ainsi, la dilféreiice 22’ qui existe entre leur 
résultat et celui de noire analyse, vient en grande parlie des quan- 
tités du cinquième ordre , que nous avons négligées dans le cuIcuL 
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Pour le prouver, et liiirc voir en même temps qu’une plus grande 
ai^proximatioii diminue les différences entre la théorie el les ob- 
servations ; nous allons délermiiicr ce coefficient , eu ayant égard 
aux quantités du cinquième ordre. 

Désignons par 

e* , cos, (iv — + 

le terme correspondant de aS^u ; il est clair qu’il ne peut en résul- 
ter de semblables dans l’équation différentielle en u , que par la 
variation des termes de la seconde des équations (L) du n*’. i,diis 
à la force perturbatrice. Nous venons de donner les quatre varia- 
tions de ces termes : la première ne produit aucun terme du cin- 
quième ordre, dépendant de cos. ( 4 ^ — 4 ^^^ — La 
seconde variation produit le terme 

a 

9 .771 

.e'.cos. (ip — 4 m^ — 2 cp+a'^). 

4 a, 

Les termes du cinquième ordre, dépendansde cos.C^p-^mp-zcp-^'A'Tir), 
et produits par la troisième variation, se détruisent mutuelle- 
ment, aux quantités près du sixième ordre. Enfin, la quatrième 
variation produit le terme 


.771 

( 2 2771 C 


1 0 -b 19. 771+ 8/71 V (O) , 

4.(2C 2 + 2 ^ 


2-2771J \—2Cp-^2'77 }’ 


L’équation différentielle en u y devient donc , en n’ayant égard qu’à 
ces termes* 


ddu î 

»= 3 ?+»‘ + 


.m ) a^am—c a— 2/n(^ _ 4 

g/j , (i—o.m).('i—2m).(io+iÿ.m+&m’‘) ^ ' \~2Cf' + 2:Tj‘ 


4 .f 2 C — 2+2wj 

En substituant • cos. ( ^p — ^ltup — 2 2^) pour a • 

on aura 

Î eJ (*) (*o A 

3^ ,(■)_ i .^,('0+ Vil Lj +— ! 

a 2 771— *C 2 2771^ 

4.f2C 2+ 277lj * 1 




("4 — i^ni — 2c )’- — 1 


n]i 2 
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Si l’on désij^ne ensuite par 

(kp — h:mv — 2ci^ + 2^^ 

le Icrine corresj)OTiclant de nt-^^ 5 on aura par le n®, 15, 


4 . fa — 2 m — c) 
37/2 


U'j ,m^ ^104*19-^+8/^*^ 


6441 — — a+2 7/i 




i + 3^', 


(O. 


(O). 


^ 3///V 10+19 77Z+87/7V ^ , 

/^.(i-m) ‘ 2 — 2m — c 842c — 2 + 2 //i^ ^ I 


2 — 2m — c 


4 4 2 c 


En réduisant ces formules en nombres, on trouve 
A* — 0,00436374; 

C ~ 0,0249067 ; 

ce qui donne dans 7it+i^ rinégalité 

47'',71.sin. (4^ 4 ^^^ “ 2.CP+2'sr). 

La dilTcrcnce entre ce résultat et celui des tables , est insensible; et 
l’on voit par ce calcul , que pour rapprocher entièrement la théo- 
rie de l’observation à l’égard de toutes les inégalilos lunaires, il 
suffiroit de porter l’approximation jusqu’aux quantités du cin- 
quième ordre. Cela résulte encore du calcul de l’inégalité dépen- 
dante de ûn.(p — m u) , dans lequel nous avons eu égard aux 
quantités de cet ordre ; car on verra dans la suite , que le résultat 
de notre analyse , comparé à celui des observations , donne à très- 
peu-près , la parallaxe du soleil, que l’on a conclue des passages 
de Vénus sur cet astre. 

L’inégalité dépendante de l’argument cp — p^-jup — , peut 
elle sensible, à cause de la petitesse du coëflicieiil de p dans cet 
argument. Pour la déterminer, désignons par 


A' (cp — pArmp ^ 'Tsr) 


a 

-ye.sin.Ccu — v+mp — -, 
a 

les parties de aS'u et de n t-\-t qui dépendent de cct argument ; on 
aura, en ayant egard aux perturbations de la terre par la lune, 
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, fai — lie — nm — 20.^ > . ^ ^ 

_3m«. i T — 5 ^ 07 )_i.^o)I 

t (G) l J ^ 

(c + in — i;. {i — (v + in — î OT“} ’ 

f 5 + 2771—1 O./M 




2 l 


8 


c -f- m - — 1 




C'.t^)= 

c^rn — 1 

D’où l’on tire 

= — o,a6o4g6 ; 

== — 0,293763. 

De-là résulte clans nt+î , l’inégalité 

— 25 ", 65 .(i +j^.sin. (eu — v-\-mv — 

L’inégalité dépendante de l’argument p — mp + cp — -si-, e«t 
facile à déterminer par le 11 “. ij ; il est aisé de voir qu’elle est 
égale à 

CL 

77 " (p ^ mt^ + CP — 'Sr); 

I -f- O — ma ^ ^ 

et par conséquent égale à 


— * +/^.sin. (p — mp-\-cp — 'sr^. 

Ln suivant les mêmes procédés , on déterminera les autres iné- 
g^liles du quatrième ordre 5 mais comme elles sont au-’^dessous des 
erreurs de nos approximations , il ne sera utile de les considérer 
par la théorie , que lorsqu’on voudra porter l’approximation jus- 
qu’aux quantités du cinquième ordre. 

Maintenant , si 1 on rassemble les inégalités du quatrième ordt’e 
que nous venons de déterminer , on aura 


+ s6'^,77.siu. (2 P — 2mp — tigp + cpi-id — 

— ^5 >03 «siii. ( 2 CP + 2 P — 2 mp — 2^ ) 

3^ 539 ^in. (^ 21 ^ — 2 772 P + c ^ — cm p — ^ ) 

+ l8V5*^in. (2CP 2P-\-2mp-\-cmp 2'ar — ^') 

— p'^, 7 t 3 .siii. (2 CP — 2 p-}r2m p — c'mv^ 2 ^ + '3r'^ 

— 9 ^ 75 -îihi. ésee + c'TTîP' — 2 ) 

+ i3"j8(j.sin. (2CP — c mp — 2 ^ + 'îsr'^ 


3 7/i'^ 

8.f 1-mj 
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+ 103'', oi .sin. (^ 4 ^ — 4 mi ^ — cf^-h'srj 
+ i •ahi. (‘ïP — 4 mv — 2 cp-i- 2'sr) 

— y 5 5^5 'T ^ +0 ^ 

— 1 5 Vu - r ^ (p — mp-i'CP — 

l8. Considérons le mouvement de la lune, en latitude. Nous 
avons déterminé précédemment la tangente s de sa latitude 5 or 
Fexpression de Tare par la tangente s y est s — - + — &c,5 
ainsi la latitude de la lune est à très-peu-près , 

>.éi — i>V‘Sin. (gp — 6 ) 4 r^s. {1 — ^ >* + 4-7'“-cos. (2gp — 2 &)} 

+ -^.y\8in. 

d’où j’ai conclu , en employant la valeur précédente dey y la lati-- 
tude égale à 

57230^83. sin. (gp — 9 ) 

+ (3g^ — 3 V 

+ i62i"',og.sin. (ap — 2 mp — gP+ 9 ) 

-H 3'^5 52 .sin, (!?^p — 2mp4'g ^ — 

J7",26.sin. (gP-hCP ô — •Tsr) 

+ 6i'^5 27.sin. (gp — CP — 6 + ^) 

+ ic)'^',95.sin. (ap — 2 mp — gp + cp+ 9 — ^u) 

— (2P — Qmp’^gp — CP — S + U 

— 66",66.sin. — 2mp — gi; *— 9 + U 

+ 75"5i4.sin. (gp + c'mp — 9 — ^') 

— 8oV>y-sin. (g P — emp — ô-i-'arV 

— 3i", 47 .sin. — 2mp — gp-\-c^mp 4 r^ — 

+ Gg'Vg-sin. ( 2 P — 2 mp — gp — c'mp+ 9 ^'sr'J 
+ 84^,57. sin. (2 CP — gp — 2^ + 9 ) 

+ 1 5",83 .sin. ( sep-j-gp — 2p+2 mp — 2 ^^ — 9 ), 


1 Q. Il nous reste à déterminer la troisième coordonnée de la 
lune , ou sa parallaxe. Le sinus de la parallaxe horizontale de la 

lune, est égal à ~ ou à - — D étant le rayon terrestre. Vu la 
^ V I 

petitesse de celte <iuantité , on peut la prendre pour Fexpression 
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de la parallaxe elle-même. En y substituant pour u , sa valeur 


{i+e^ + ^y^-he.C 1 +eV*cos. (eu — — ~y .cos.C^gu — Si 6 j} -{•Su ; 

et négligeant les termes de Tordre — on aura la parallaxe 
égale à 
D 

—X i+e*), { ^>“ + i>*-cos.f' 2 gp-a 9 j].cosXcu-'^)+a<i'u — 55^6 }. 

Pour déterminer nous observerons que Ton a par le u^. 10 , 


et par le n^. 1 5 , 


d’où Ton tire 


“ ^.0,9973020; 



1,0003084 


1 

a 



a® .(i>ooo3o84)* 
0;997">o20 


Soit 2 g le double de l’espace que l’attraction terrestre feroit décrire 
dans le temps sur le parallèle dont le carré du sinus de latitude 

est Cette attraction est — par le n*^. 35 du livre III , la terre 31 

étant supposée elliptique. Mais on a fait précédemment iH+/7i = i, 
in étant ici la masse de la lune 5 on a donc 


partant 


M,t^ 

(M + «»).£)' = 25; 

D I M D 1,0003084^* 

a ^ 2 6 0,9973020 


Supposons / égal à une seconde, et nommons T le nombre des 

4 -T “ 

secondes d’une révolution sydérale de la lune 5 on aura 72* , 

^ étant le rapport de la demi-circonférciice au rayon. Soit l la 
longueur du pendule à secondes, due à la gravité sur le parallèle 
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que nous considérons ; on aura par le n®. 15 du premier livre , 
CO qui doniu) 

D I M D (2,oooGi68)* 

a M-\'m l 0 , 997 ^ 020 , 

La longueur du pendule à secondes , sur le même parallèle , est ^ 
par le n"^. /|2 du troisième livre, égale à ; il faut Faug- 

ineutcr de sa 4 3 partie , pour avoir la longueur qui auroit lieu 
sans la force centrifuge; ce qui donne /= o^"“,7426i 2. La valeur 
de D est égale à 6369374 métrés; enfin , on a par les phénomènes 
M 

des marées, m=-— , et les observations donnent T= 27321GG: 
on aura ainsi , 

— — o,oib5[5ioi. 

Lu évaluant en secondes , le coefficient — on le trouve 

a 

égal à 10^68", 4 i. Cela posé, on trouve pour l’expression de la 
parallaxe de la lune , sur le parallèle dont il s’agit. 


10568", 4 i 


+ 

578",63 .cos. (cv 

— 'sr ) 

+ 

76",! 8. cos. ( 2 V - 

— 2 mp) 

+ 

117", 49. cos. ('20 

— ^mp — CP'^'^) 

— 

2 '',i 6 .COS. 

( 2 P — 

• 2 mp-\-cp — 'Tff) 

— 

o",5 3 . cos. 

(qv — 

• ^ 2 m P ^ cm P — 


5 06. cos. 

( 2 i> — 

- 2 /Wi/ — ^ emp-^-'nr') 


i'',03 *cos. 

(cm if ■ 

— 'm ) 

— 

o",68. cos. 

(ikv — 

Amp — CP \ dm + 'îzr - 

-h 

5 ",o 4 ,.cos. 

( 2 if — 

Amp — ep — emp-^- 

— 

cos. 

(cif + i 

dm P — ^ — m) 

+ 

2^,67 .cos. 

( CP 

dmp — 

+ 

xn 

0 

0 

r. 

^0 

('A CP 

+ 

11^^510. cos. (2Ci^ 

2V+ 2 mv — 2 '-® ) 

+ 

0^,23 .cos. 

(ügv ■ 

— 2C 

— 

0^ 

0 

0 

. ( a gv ' 

— 2 f> + 2 mp >— 2 0 

— 

o",o 4 .cos. 

( Acmp — 
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— :i*\Q*i.cos.(o.gu — eu afl-f'zsr^ 

— o^^,2o- cos. (i U — IX mu — . 5? gu-j" cu-i “ 2 S 

— 'i-O-cos. ("u — muj 

+ o''^4^.(‘i +i^.cos. ("u — mu^emv ~ 

~ 0 , 13 . C 03 . U 2 //Z U -i- eu — c^m U — ) 

•“ o% 46 *.cos. (^4 — 4 — cu-^'v) 

4 - o^,i 4 «cos. — 4 mu — ^eu 4 -ix^) 

+ O , 4 o • cos. (x eu — 2 + 2 771 + c^m u 2 v — J 

+ 0^,07 • cos. (^2 21^ xmu—~2nr) 

0^,38. (^l +7^ , cos, (eu + — 
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CHAPITRE II. 

Des inégalités lunaires dues à la non-sphéricité de la terre 

et de la lune. 


‘ 2 (j. i\ous allons présentement considérer les termes dus à la 
nou-sphéricilé de la terre et de la lune. On a vu dans le n”. i , 
que pour y avoir égard, il suffit d’augmenter dans l’expression 

. , M+m , 

de Q, la quantité , de 





Si l’on nomme «p l’ellipticité de la terre ; D son rayon moyen; 
a (P le rapport de la force centrifuge à la pesanlenr à l’équateur; 
enfin le sinus de la déclinaison de la lune ; on a par le n”. 35 du 
livre 111 , 

Tir jD» 

- + — «p}.— i;. 

r ^ 


8 i la terre nY*st pas elliptique ^ on a par le n”. 32 du livre III ^ 

r ' 

«P et ah' étant des constantes dépendantes de la figure du splié- 
3oïdc terrestre, cl étant l’angle formé par l’uii des deux axes 
principaux de la terre situés dans le plan de l’équateur , avec le 
jiiéridien terrestre passant par le centre de la lune. Il est facile de 
voir par l’analyse suivante, que le tei-me dépendant de cos. a-sr, 
n’a aucune influence sensible sur le mouvement lunaire, à cause 
de la rapidité avec laquelle l’angle -zr varie; en sorte que la valeur 
de /^dont on doit ici faire usage , est la meme que dans l’iiypo- 
tliése elliptique et d’une ellipticité égale à «p; mais dans le cas 
gène i al d’un sphéroïde quelconque, «p n’exprime plus son ap- 
platisseincnt. On peut donc supposer dans ce cas général , qitc la 
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Violeur ilp Q du iV. f? ü'accroitpa^" la cpnsidéfatio^^ de Jf^ iioii-splic*- 
de la terre , de la fonction 

(-1 xtp — apJ.^.C(x* — 1). 

f"* 


M+m étant pris pour E unité de masse. 

Considérons d’abord la variation de l’orbito, ou le moiivenicijt 
de la lune en latitude , dépendant de cetto cauÿc. Si l’on nomme a 
l’obliquité de l’écliptique sur l’équateur, et si l’on fixe l’origine de 
l’angle à l’équinoxe du printemps d’une époque donnée • on 
aura à très-peu-près , 

(JL — sin . A . 1 — SS» ^ïw.fp + s . cos. a ; 

fi^ étant la longitude vraie de la lune , rapportée à l’équinoxe 
mobile du printemps. Il faut ainsi ajouter à la valeur de Q , la 
fonction 






f sin.^A. 1 — 5*^.sin.*./'j^ + 5t 5.sin.A.cos, A.sinjfr' 

(. + 5* . COS.*A J 


Cela posé, reprenons la troisième des équations (L) du n'’. 1. Nous 
avons développé dans les n'’*. 11, 12 et 13, les divers termes de 
cette équation dus à l’action du soleil ; il est facile de voir que la 
fonction précédente lui ajoute la quantité 


^/.sin. A.cos. A.sin./i^ + Cg'* — 1) .H .s\x\, ^ 


désignant l’inégalité de 5, déjiendanle de ûn»fp. On 
peut d’ailleurs se convaincre aisément que cette quantité est la 
seule sensible qui résulte de cette fonction. En l’ajoutant à l’équa- 
tion différentielle du n®. 13 , et observant que /" — i est extrême 
ment petit par rapport à g — 1 j l’intégration donnera 






.Sin. A.COS.A; 


d’où résulte dans ou dans le mouvement de la lune en latiliule, 
l’inégalité 

. — .sin.A.cos. A.sm. 

g — I a" ^ 

C’est la seule inégalité sensible du mouvement lunaire en latitude. 

I i 
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due à la non-sphéricité de la terre. Cette inégalité revient évideM- 
ment à supposer que l’orbite de la lune , au lieu de se mouvoir 
sur la plan de l’écliptique ,avec une inclinaison constante, se meut 
avec la même condition , sur un plan passant constamment par les 
équinoxes, entre l’équateur et l’écliptique, et incliné à ce dernier 
plan , d’un angle égal à 

(uf—é-laÇ) D* , 

— . .Sin. A. cos. A. 

g— i 

Nous avons trouvé précédemment 

D 

— = o,oi 655 ioi ; g- — • 1 = o,oo4o2 1 7 5 ; 

on avoit en 17ÇO, 

A = 26“, 0796 ; 


enfin , a. (p — en supposant donc ctp = Finégalilé précé- 
dente devient 


— ao'^5023 .sin./^. 

Elle seroit — 41^,470. sin. yV, si l’applatissenient delà terre étoit 

— , comme dans le cas de rhomogénéilé de cette planètej cette iné- 

galilé bien observée, est donc très-propre k faire connoître l’appla- 
tissement de la terre. 

Considérons présentement les variations du rayon vecteur et de 
la longitude de la lune , dues i\ la non-spliéricité de la terre. Nous 
pouvons les déduire de la première et de la seconde des équa- 
tions (Z>) du n^. 1; mais il est plus exact et plus simple de faire 
usage des formules du n^. 46 du second livre. Pour cela , nous sup- 
poserons que dans ce n°. 46 , la caractéristique dilîérentiellc ^ se 
rapporte à la quantité -otep — ctp. Nous observerons ensuite, que la 
fonction H du meme n®. est égale à ce que nous représentons ici 

par — QH — , et que rH' est égal à cliange Téqua- 

tiou (S) du cité, dans la suivante, 

r^r . /clR\ 
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2? contient le terme — - a . siii. x . cos, A*5.sin. et 

par conséquent, celui-ci , 

(et P .Sill. A.COS. A.>'.COS.(^g*(^ — •/V'~ ® ) J 

en supposant donc que <r/? rej)résente ce terme, fS^dR sera égal 
à ce mêriie terme ; car la caractéristique différenlielle d se rap- 
portant aux seules coordonnées de la lune 5 on aura, en n’ayant 
égard qu’au ternie précédent, 

/cT.di? = cri?y 

on aura ensuite, 

— — 3 -(etp — A.cos.A.^^.cos. (gi^ — fp — 9). 

/dR\ 

Si l’on substitue ces valeurs de /«T.diî, et de «T. r.f — 1 , dans l’équa- 
tion différentielle précédente 3 on verra que l’expression con- 
tient un terme dépendant de cos. (gp — /^+ 0^ , mais qui n’ayant 
point g — 1 pour diviseur , comme le terme correspondant de S^Sy 
est insensible. 

U n’en esl pas de même de l’expression de la longitude. La for- 
mule {T) du n"’. 4 t) du second livre, donne dans dS'Py la fonction 






En y substituant pour le terme qu’il représen te j on aura daiiji 
d^S'Py le terme 

— .~,sin. A. cos. A. 7. cos. (np — fp--^ 9 ), 

r^d V' H MJ y ^ 

Mais ce terme n’est pas le seul de ce genre, qui entre dans l’ex- 
pression de d-^p. L’action du soleil donne par le n®. 3, dans Q, 

le terme — i— 2 5V*En y substituant pour w, ^ ^ — j ou aura 

dans R y le terme 


4 
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CO qui ciüiine dans U ^ Jn terme 

^sS's. 

et par conséquent, dans la fonction 3./'cr.(Ii? + , le 

leianc 


21 ,m' .u Kr^ 


nsS'S, 


2 

On a à très- peu près , m'u'\}-^ — ot*, et par le n". iJ , g’‘ est à for! 
j>eu près égal à i+f/zi*, ce qui donner égal à i+j/n’ j le terme 
précédent devient ainsi , 


^ flC P — • Y ü-î* , , 

Èn substituant pour , ^ — .sin. a.cos, A.sin./'^' ; et 

ë * 

pour Sf y.Hin.fgi ^ — Sjj on aura le terme 

D' 

— J .(a f — {(‘■f) • —.sin. A. COS. A. J'. COS. (g p — fp — 9) ^ 

qui ajouté au terme que nous venons de trouver pour 3.//'.diî 
donne dans d^p, le terme 

— r*'Pj , r a'. 

^ .Sin.A.COS. A.'V.COS. Csp — fp — 9). 

r^dv r‘ t \n J ^ 

On peut dans ce terme, substituer a pour r, et dp pour ndt } en 
observant ensuite que /i*a^ = i , il devient 

D« 

— lo. dp. (af — .sin. A.cos.A.,/.cos. (gv~—fv •— 9). 

Cette Viileur de d. J'p est par le n”. 46 du second livre , relative à 
l’angle compris entre les deux rayons vecteurs consécutifs r et 
r+dr; or si l’on nomme dp^ cet angle, dp représentant alors sa 
projection sur le plan de l’écliptique ; on a par le n". cité , 


dp = dp,. 


par le n". cité , 
1 / + *••>■- XJ- 


V/ l+S 
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ou à très-peU-près , 

En substituant pour s, 

y.sin. (gi> — 9 ^ . — .sin. -^.cos.a. sm./i'; 

8 — 1 


255 


on aura 


ih 


{ D^ ) 

1 4-;. (^a/) — f. . — .>.sin.AXOS.AXÔS.('^f'-/f^-fi^ + &C. j 


On voit donc que pour avoir la valeur de relative à Tangle p 

forme par la projection du rayon vecteur r sur l’éclip tique, avec 
une droite fixe j il faut ajouter à Texpression précédente de cf.cT^, 
le terme 


\dp.(ct^ — "-ci(p) 




.sin. A.ços.A.^.cos. (gp — fp ; 


ce qui donne 

cL ^ — .sin. A.cos. A.-j/.eos. (gp — fp — 9 ^^ 


et en intégrant , 


^p ^ ^ — .sin. A.cos. — fp — 9 ^. 

g— 1 

C’est la seule inégalité sensible du mouvement de la lune en longi- 
tude, due à la non-sphéricité de la terre. On doit observer que 
— ^ exprime la longitude du nœud ascendant de l’orbite, 
comptée de l’équinoxe mobile du printemps. Il suit de-là, que 
l^expression de la longitude vraie en fonction de la longitude 
moyenne, renferme l’iriégalilé 


^ . sin. A . cos. A . sin. (longitude du nœud ascendan t). 

" g-i a- 

Le coefficient de cette inégalité est 1 7^135 , si f = — : il s’élé\ (; à 

33 ^ 

3 57^90. si ^-7. 

La non-spliéricité de la terre influe encore su ries mouveineiis 
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du p( 5 rigée et des nœuds de l’orbite lunaire. En effets la Valeur 
de Q étant par la, augmentée de la quantité 

^ ^ I 25 .sm ^.COS.^,Slll./<^ fi*.COS.*Aj ^ 

il eu résulte dans la seconde des équations ( L) du n®. 1 , le terme 

( letcp) . D^U* 




’•( ï — {.sin/A^. 


En ysubslituaiiL pour «, sa valeur approchée -,{< + &, cos. ('et' — ■a-)], 

et observant que 7 i' est à Irès-peu-près égal à a; on aura dans 
Fcqualion différentielle (/<') du n”. 9, les termes 

(a ô D* I • ft X 

a a* 

O ■ — et (b) 

— J 1 |.sin.* A^.<?.COS, 'Sr) 

d’oii il est facile de conclure que le mouvement du périgée sera 
augmenté à très-peu-près , de la quantité 

Il est aisé de voir, en considérant la troisième des équations (L) 
du n®. 1, que le mouvement rétrograde du nœud sera augmenté 
de la meme quantité. En la réduisant en nombres , on trouve 
0,00000026384. V,- ce qui est insensible. 

Nous ferons ici une remarque intéressante sqr l’inégalité pré- 
cédente du mouvement de la lune en latitude. Cette inégalité n’est 
que la réaction de la nutation de l’axe terrestre , observée par 
Bradley. Pour le démontrer, nommons ^ l’inclinaison de l’orbite 
lunaire , sur le plan dont nous avons parlé , et qui passant cons- 
tamment par les équinoxes, est incliné à l’écliplique, d’un angle 


cffal à 




_ ■ 1 a 

à l’éclip tique , sera 

g — I * a* 


. sin. A , CQS. A. L’inclinaison de l’orbite lunairp 




» sin. A. cos. A. cos. (g ^ — 


or l’aire décrite par la lune, autour du centre de gravité de la 
terre, est yv^dv: cette aire projetée sur Fécliptique, est diminuée 

dans 
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flans le rapport tlii cosinus de rinclinaisoii de Torbite liinalrc à 
récliptiquc , au rayon ; elle est donc égale à 






— .sm. 


A. cos. A.0OS.(^^(<^ yb — SJ 


1 

]■ 


Ainsi , rexpression de cette aire renferme rinégalilo 




(uf> 


— 61><P) T)^ 

^ . — . sin. A. cos. A. 7.. cos (gp — fv — SJ- 
g — 1 


et comme on a r'^clp = a'^dt ^ l\ fort peu près , en représentant par 
dô le moyen mouvement de la lune j cette inégalité est égale à 


>^.sin. A. cos. A. cos. (gp — fp — S). 

En la multipliant par la masse de la lune, que nous exprimerons 
ici par Z, et en la divisant par f// ; le double de ce quotient sera le 
moment de la force de la lune par rapport au centre de gravité de 
la terre, cl due à la non-spliéricilc de cette planète^ ce qui donne 
pour ce moment , 


/ -î Ct(p^ ^ 

^ .sin. A.cos. a.;.. cos. (gp — fp — 

Cf — 1 


En vertu de Tégalitc de raclion à la réaction , la même cause 
doit produire dans les molécules de la terre , un moment égal et 
contraire au précédent. Ce moment est indiqué par la nutation de 
Taxe terrestre : déterminons sa valeur , par les formules du n". 6 du. 
cinquième livre. On a vu dans le iV. cité, que si l’on représente 
par /^5 l’obliquité de l’écliptique à l’équateur 5 l’aclioii de la lune 
sur la terre, produit en vertu de la non-sphéricité de celte planète, 
un accroissement dans cet angle , égal à 


/.A 




.7. cos. (gp — fp — S) - 


/ et A étant les memes que dans le 11^. cité. L’élément du mou- 
vement de rotation de la terre, étant suppose ndt; la somme des 
momens des forces qui animent chaque molécule de la terre , mul- 
tipliées par la masse de cette molécule , est égale à nC^ (7 étant le 
moment d’inertie de la terre , par rapport à sou axe de rotation. 
MècAN. CKL. Tome III, K k 
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Pour rapporter ce moment à l’écliptiquo, il faut le multiplier par 
le cosinus de son obliquité, ou par 


; , l’inégalité 

.y.cos.(gv—fp~-6). 


on aura donc dans ce moment , l’inégalité 
i.A.nC.sin.r 

Ou a vu dans le n®. 6 du cinquième livre, que 


3m^ (qC — u4- 


B) 


C 




7i:t exprimant le moyen mouvement de la terre. De plus, par le 
n*’. K du même livre , a — a étant la moyenne distance de 

J qJ 

la lune à la terre; et puisque nous représentorns par /, le moyen 
mouvement de la lune , et par M , la masse de la terre 3 on a a fort 

peu près, ^ == 1 , ce qui donne / finégaiité précédente 


devient ainsi. 


(ülC — A — B) , „ y- . jr. .. 

— L / .Sixi, -y-cos.Cgp^fp — 

4M g — 1 

Par Je 2 du cinquième livre , 

f étant Tapplatissement de la terre , D son demi-diamètre , et 7 ? le 
ra^^on d’une de ses molécules , dont n est la densité ; cniin , étant 
la demi- circonférence dont le rayon est l’unité. La masse M. de la 
lerrc est .{T\R^ ,dRy ce qui donne pour l’inégalité précédente, 
en y changeant en a qui dans la formule précédente OV , ex- 
prime l’obliquité de l’écliptique , 

— L. S— ^^-^.sin. A, cos. A. 7/. cos. (gp — fp — 9 ^. 

Celte formule est la formule (i) y prise avec un signe contraire; 
d’où il suit que l’inégalité précédente du mouvement de la lune en 
latitude, est la réaclion de la nutation de l’axe terrestre; et il y 
auroil équilibre autour du centre de gravité de la terre, en vertu 
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des forces qui produisent ces deux inégalités , si toutes les molé- 
cules de la terre et de la lune étoient lîxcnicnt liées cuire elles ; la 
lune compensant la petitesse des forces qui raninieiit, par la lon- 
gueur du levier auquel elle seroit attachée. 


2r 1 . Pour avoir égard à la iion-spliéricitc de la lune ; nous ol)- 

sr' 

serveronsquepar le n®. I, elle introduit dans Q,le terme ( — 

m "> 

OU plus simplement, ; parce que nous supposons A/ + / 7 z— i. 

On a par le n*^. i4 du troisième livre, 




l’intégrale étant prise depuis a = o, jusqu’à a égal au demi-dia- 
mètre (le la lunc^ que nous désignerons par a * et p étant ici la 
densité des couches de la lune. On a de plus , m 
on a donc 


m) . = 


5 p .d.a^ 


Pour déterminer ^ nous observerons que l’on a par- 

le n"^. 32 du troisième livre, pour une expression de cette 
forme , 

i — . sin. -s* +//".//. V \ — , cos. 'W 

+ Ir . ( i — . sin. 2 ^ .( 1 — . cos. 2 


Ensuite les propriétés des axes de rotation , donnent par le n*’. 32 
du livre III , 

O — J ?^d (aPîij ; o =r= /p . c/ (a'Ji") ; o— •d ) ; 
et par le 2 du livre V, 011 a 


2 C — ^ — 7Î = p.d (a^Ji ) ; 

B — \^.6L7r.fp.d(a^Ir), 

Ainsi l’on a 


cTF' 

(M + m). == 


9 — } 

+ (^iB— 1 — • COS. 2 'wJ 


On a à très-peu-près, par le 11'’. 2 du livre V, 

r r 7 "> 

6 = — -J ?.d.a : 

15 


TC V 


n 
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parlant , 


èV 3 

CM + />?). — — • 

^ m 10 




1 



[(^C—A—B) 


C 

(B -A) 




( I — (J.^) . cos. 2 -!!>■ j 


Dans celle dernière expression , ■ts- est l’angle que le rayon mené 
du centre de la terre à celui de la lune, fait avec l’axe principal de 
ce satellite dirige vers cette planète; est le sinus de la décUuaison 
de la terre vue de la lune, par l'apport à l’équateur lunaire. Il 
est clair rpie l’angle croissant de dv ^ l’angle •/? croît de du; 
on a donc d.cos. — a ri c . .sin. 2 -sr , la caractéristique dille- 

renlielle d se rapportant aux seules coordonnées de la lune; de 
plus, on a pui' le n". 4^ du second livre. 



la partie de diî relative a la non-spliérieilé de la lune, clans la 
foriiude (T) du n". 46 du second livre, est ainsi, en négligeant 
le carré de y , 


3 ff.d.d' (B — A) 

du ~ — r-, • —7 — • • sin. 2 'HT ; 




d’oii résulte d.ans , ou dans la longitude vraie de la lune, parla 
forniule (E) du n". 46 du second livre, le terme 


5 fp.d.d 






sin. 2 •ST. 


L’angle est toujours très-petit, par le n”. 16 du livre V ; en sorte 
cjuc l’on peut supposer sin. 2^= 2^. Déplus, par ce même n"., 

, , r r- ■ f I 

'ST contient un terme de la lorine — K .sin.|n. — i-x' j. 

Ce terme pris avec un signe contraire, représente par le n". 15 
du livre V, la libration réelle de la lune. Comme il croît avec 
beaucoup de lenteur, il semble pouvoir devenir sensible par la 
double intégration : c’est le seul de l’expression de 'sr, auc|uel il soit 
nécessaire d’avoir égard. Il produit dans Sp, le terme 


G fp.d.d 
6* fp.U.d 
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i^Gi 


La libration K . sin.|i^ . J/" 3 . — étant insensible , on ne 

peut pas supposer qu’elle s’élève à un degré. De plus, le coéIRcient 

6 I f P .d.a^ ^ 

~ « / p ~ ^ ~ a3 petit. Si la lune est homogène^ il 

1 • 6 a . 

devient est le sinus du deini-diamètrC apparent delà 1 111103 

ainsi le jiroduit de K par ce coefficient, est entièrement insensible. 
Si la lune n’est pas homogène , sa densité croît de la surface au 
centre 3 alors ce coefficient est moindre encore : d’où l’on doit 
conclure que l’inégalité précédente de la longitude de la lune est 
insensible, et que la non-spliéricité de ce satellite ne produit aucune 
variation sensible dans son mouvement en longitude. 

Quant à sa latitude , on doit observer que étant le sinus de la 
déclinaison de la terre vue de la lune, par rapport à Téquateur 
lunaire, et le nœud ascendant de l’orbite lunaire coïncidant tou- 
jours avec le nœud descendant de son équateur 5 on a 
= {5+A.sin. (ffp — â;}% 

A étant ici l’inclinaison de l’cquateur lunaire à l’écliptiquc j ce qui 
donne 

1 =5 + ^.sin. (gp — B)— — — .s ; 


la non - sphéricité de la lune ajoute donc à l’expression de 
^ dans la troisième des équations (L) du lù’. i, le 


terme 


3 fp.d.a^ ^ (^+y) 

5 fp.d.a^'r^ ’ y 
ou à cause de cos. i 

terme 


[ c +-^. cos. 2 -J, 

, à tres-peu-pres , elle lui ajoute le 


6 ff.d.a^ j_ éA+y; (C — A) 
r* y C 

Tl est facile de voir par le n". i 4 , que ce terme ajoute au lUOUYt 
nient du noeud, la quantité 

3 ff.d.a^ V fA-f-yj (C — A) 
f^.d. a?. ‘ r^ ' y ■ c ” 
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^ ^ 

Far le n". i8 du cinquième livre, — - — = 0,000599; 

facile de voir que la quantité précédente est insensible. 

On trouve pareillement , que la non-sphéricité de la lune ajoute 
— .y 

au terme ~ ^ troisième des équations (Z) du i , 
le terme 

3 ff>.d.a^ 1 (C — 2Â^D) 

~ 5 7,. c 

ec qui ajoute au mouvement du nœud, le terme 
3 fp.d.a^ (C — sÀ-f-B) 

10 ff.d.a^* C ^ 

quanlilc cnlicrement insensible. 
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CHAPITRE III. 

Des inégalités de la lune , dues à V action des planètes. 

• 11 . Il nous reste à considérer l’aclion des planètes sur la lune. 
Si l’on nomme P la niasse d’une planète j X, Y, Z, ses coordon- 
, nées rapportées au centre de la terre •, f su distance à ce centre 5 il 
est visible par le n°. 1, que la valeur de Q sera augmentée piu' 
l’aclion de P , de la quantité 

P .(x X y Y z2^) ^ P 

P V' (X—xr + (Y~yr + (Z^^.p ' 

ou 

^ _ iJ-T. + + Sic. 

/ ‘ P 

Soient X', Y', Z' les coordonnées de P , rapportées au centre du 

soleil , x',y, z' étant celles de la terre 3 on aura 

X = X'— ar',- Y-^Y’—Pi Z=zZ'-^z'j 

ce qui change la fonction jirécédcnte dans celle-ci, 

P , „ (X'x + Y'y -h Z'z — xx—yy'—zz,'}‘ ^ ^ ^ 

— — - 4 - — • X • ■ 1 ■ ■ — '■ ' i .. " . ■ - ■ " ■ I ■ OCC * 

f P ^ 

Prenons pour plan fixe , celui de l’écliiitique , ce qui rend z' nul 5 
et nommons P le rayon vecteur de la planète P , projeté sur ce 
plan ; U l’angle formé par cette projection , et jiar une droite fixe 
prise sur le même plan; et lî la tangente de la latitude liéliocen- 
tri(inc (le P. Nommons encore r le rayon vecteur de la terre 3 
p' l’angle L'orme par ce rayon et parla droite fixe 3 on aura 

f ~ V SS)-\-r'‘—- zPr .cos.(U — p )■ 

La pai U(' de Q relative à l’aclion de P sur la lune, sera donc 
P „ {Jî.cos ('v— Z/; — /.cos. ('V'— + 

7- - +;-P- 
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ou en négligeant Je carré de S , 

T> pri—~-s^) „ f R^cos/3t'-2C;^-r'^cos.('2l'-2^/';— aK/.cosYse-C-e';} 

7 + 3 ^- 

„ K,^5. |R.cos.(</— C) — /.coï. (i/— C')} 

j-îP. i i h ÔCC. 

T i 

Le terme — ne renfcniiant ni u y ni y ni s j il n’entre point dans 
^ P 

les équalious (Z.) du u''. i. Le terme — donne par son deve- 
loppeinent, une fonction de la forme 

JL. 2^-'; + &C.}. 


Le terme — seconde des équations (L) du n®. i , 

donne ainsi la fonction 


^3 . ( L 4 - ‘ . COS. f — O + • cos. 2 . r Z 7 -- O + &c. } 

33 e-là il est facile de conclure , par les n''^ 9 et 10 , qu^il en résulte 
dans l’expression de au y la fonction 

, 3 f — m).r -^tC*Xcos.2.{/ — 7n).<^ ^C'î).co?.3.(/ — m),v *1 

' ^ ti — (i— 1— 4 .(£— 1 — 

i étant le rapport du moyen mouvement de P à celui de la lune, 
Dc-là résulte par le n®. 15 , dans ndty la fonction 

3 f^^ 0 .cos.(i — m).v >^^*).cos.2, (/ — 7 w).i/ -7^C'î3.cos.3.(i — m).<7 

ti — {m^ — (i— m)Lr 1 — — 4 (i — — my j* 

et par conséquent dans nt-^ty la fonction 

I^.a^ r > 40 ). 6 in.(/ — m).!/ l. 2.(^1 -ni). v j.y 4 ^^^.sîiî .3 . (/— m).i/ 

i — 771 \i — 1777^— (iL-77i)^"^ J — — 4.(7 — 777)^"^! — l77i* — g.(f — rny J 

TTl^G^ 

Or on a par ce qui précède , = /n» m' étant la masse du 

soleil J la fonction précédente devient ainsi, 

P n f 

- m^.a , J ^OD.sin.r/— m).i/ 7 ^^ 3 ),sin .3 1 . « 


Dans 
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Dans le cas d une planète inférieure à la terre j on a, en noimnant a. 
le rapport de la distance moyenne de la planète au soleil, à celle 
du soleil à la terre 3 et conservant les dénominations du cliap. VI 
du sixième livre , 


= ô/O - = b,}') ; ~ i,(i) j &c. ; 

» 1. 

ce qui change la fonction (^) dans celle-ci, 

P 

— .TO’ pi('^.sin.(;-77i).i/ !;.bp\ûn.-i.{i-m).v ] 

i-rn T 1— j 

dans laquelle on peut prendre pour (i — m).v, la longitude 
moyenne de la planète, moins celle de la terre. 

Relativement à une planète supérieure , a exprime le rapport 
de la moyenne distance de la terre au soleil , à celle de la planète ; 
ainsi l’on a 


*■ î 1 

ce qui cliange la fonction (^),dans celle-ci, 


-.m^ ût‘\ 


3; i — (i— m)* 1 — 9 (i— m)'‘ 


•1 


&C.UC) 


Ce sont les seuls termes sensibles qui peuvent résulter de l’action 
directe de la planète P sur la lune. 

Mais l’action du soleil sur la lune, peut rendre sensibles, dans 
le mouvement de ce satellite, les perturbations du rayon vecteur 
de l’orbe terrestre, ducs à l’action de P sur la terre, et y produire 
des inégalités du même ordre , que celles que nous venons de con- 
sidérer. Pour le faire voir, considérons le terme — oui par lo 

ah' .v? ' ^ 

n°. 6, fuit partie delà seconde des équations (Z) du n®. i. Soit 
P 

— .jK.cos, (C'n"t — i Cnt->rB) , un terme quelconque de — — , résul- 

tant de Vaclion de P sur la terre, nt exprimant le moyen mouve- 
ment de P, et nt étant celui de la terre 5 le terme correspondant 
Mécan. cÈijé Tome 111 . L 1 
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J' ' « . . , m\u^ 

de — ^ sera — — K. cos. (e'n't — Cn't+B) ; ainsi le terme - , - 

U m’ ** 

I>roclait 'le suivant , 

— . K . cos. (e'nH —€n't+ B). 

2 n''u^ 

cT/ 

Si l’on ne considère que les inégalités de —, indépendantes des 

exccntricilcs des orbites , et qu’on les représente par la série 

P (K^'Kcos, (nt — — ^-^1 . 
m' * 1 + cos. 3 . — %) + &c. J’ 

Tït 11 ^ 

le ternie •— — produira dans le second membre de l’équation (L!) 
du n°. g , la fonction 

37n» 7^ IX^’^.cos.f/ — m).i' +jRl^*^.COS. . 

3 .('i — m).v +&C. J’ 

d’où résulte dans aS^u^ la fonction 


3m* 7* ('/C^'Xcos.ff — m).v ^ K^^^xos. 2 t.{i — m).i/ ^ JfiL^^^.cos.3 (/ — m).<# 
2 *m'*( 1 — -m^ — ( 1 — fm* — 4 (/ — 1 — {m® — 9 (i— /w)® 


+ &C 




et par conséquent par le n®. 15, dans nt-i-t, la fonction 


3771* 


JP f A'^'>.cos.(i-m).i/ 
77 »'^ I — ~rn^-~ {i — m)® 


COS . V _ 1 


fonction du même ordre que celle qui x’ésulte de l’action directe 
des planètes sur la lune. Kous allons déterminer ces diverses iné- 
galités , pour Vénus, Mars et Jupiter. 

Relativement à Vénus , on a par le 23 du sixième livre, 


^ = 0 ; 72 } 3323 o; 

= 9 ^ 99^539 5 

, a 

= 8,872894 J 
A/”) = 7,386580; 

a 

i/) = 5,953940; 

2 
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«l’ou l’on lire par les fbrmulea du n”. 491 du secorid Uvre , 

6/’ = 85,77432; 

2 

V') _ 83,40760. 

2 

Les observations donnent = 0^0467900 j en supposant donc 

comme dans le n®. 22 du sixième livre , 

P _ 1 

m' 383130 ’ 

la fonction (Æf) ré(^ite en arcs de cercle, devient 
+ 1^^781 706. sin. (i — m).v 
+ 0", 746665 .sin. — m).v 
+ o", 405751 .sin. 3 — m)*i^ 

&c. 

Ce que nous désignons ici par —, est désigné dans le n*. 2g du 

sixième livre, par ^r' ; on a donc par ce n®. , en vertu de raclioii 
de Vénus , 

— r= 0,0000015553 

CL 

— 0,00000600 1 2 • cos. (i— m) .if 

+ 0,0000171431 -cos. 2.^i — m).if 
+ 0,0000027074.003. 3 .Ci — m).v 
+ &c. 

L4 fonction ( Z 3 ) réduite en arcs , devient ainsi , 

4- i", 385241 .sin- ("i — m).if 

— i", 99 1770. sin. ^.(i — m).v 

— o",2i2o54.sinL. 3 .("i — m).v 
&c. 

En la réunissant à la précédente , on a pour les inégalités lunaires 
dues aux actions directe et indirecte de Vénus sur la lune, 

4 - 3",i 66947 .sin. Ci — 

— i", 245 ïo 5 .sin. 2 .Ci — > 

4- o", 193 697 -sin. 3 .("i — m).v 
&c. 

Il faut par le n“. 44 du sixième livre , augmenter ces inégalités , 
dans le rapport de i ,0743 à runilé. 


L1 2 
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Relativement à Mars , on a par le n®. 25 du sixième livre , 

a = 0,65630030; 

= 6,856336; 

= 5J727893 ; 

a 

= 4 , 4 o 433 o ; 

= 3,255964; 

X 

Sic. 

d’où l’on tire 

38,00346; 

T 

— 36,20013. 

îT 

Les observations donnent i — m — — 0,03^0306 ; en supposant 
donc comme dans le n®. 22 du sixième livre , 

P _ 1 

m 1 846082 ^ 

la fonction (C) devient 

— o",o9oo54.sin, ('i — mj.i^ 

— 0^^034753 .sin. 2 .("i — 

— o";Oi7234.sin, 

&c. 

On a ensuite par le n®. 29 du sixième livre , en vertu de Taction 
de Mars, 

— = — 0,0000000478 

+ 0,0000005487.003. — mj.f^ 

'+ 0,0000080620. cos. Si.(i — m) .p 

— 0,000000647 5 . cos. 3 . ("i — m). P 

&c. 

La formule ( D) réduite eu arcs devient ainsi , 

+ o",i690i2.sin. (i — m).p 
+ 1 '',246244. sin. 2 .(i — m).p 

— o'',o67i39.sin. 3.('i — m).p 
&c. 
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En la réunissant à la précédente , on a pour les inégalités lunaires 
dues aux actions directe et indirecte de Mars sur la lune , 

+ 078958. sin. (i — m).p 

+ i'^,20i4gi .sin. 2,(1 — m).p 
— o",o 84373 .sin. } .<> 

&c. 

Il faut par le n"". 44 du sixième livre, diminuer ces inégalités , 
dans le rapport de 0,725 à l’unité. 

Relativement à Jupiter, on a par le n^. 23 du sixième livre, 

U = 0,19226461 J 

= 2,176460 ; 

4 

= 0,619063 J 

T 

= o,i48ig8; 

4 

= O, O 3 i2 439} 

a 

&c. 

d'où l’on tire 

_ 2,519065 
A, O) = 1,13310. 

a 

Les observations donnent i— -/ra = — 0,0684952 5 en supposant 
donc, comme dans le n”. 22 du sixième livre , 

P _ > 

m' 1067,09’ 

la fonction (C) devient 

— o", 217257 .sin. fi — mj.u 

— o", 0263 80. sin. a. fi — m).p 

— o",oo3936.sin. 3 .fi — m)>i> 

&c. 

On a par le n®. 29 du sixième livre , en vertu de l’action de J upiter, 

— - = 0,0000011581 

a 

+ 0,00001 5 93 84. COS. (i 

— 0,0000090986 .-cos. 2 .("i — m)»p 

— o,oooooo 655 QtCos. 

&c. 
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La formule {D) réduite en arcs, devient ainsi, 

+ ^"',5 i95 56.sin. — m).p 

729560. Sin. fl. fî — 772 ^. V 

— o",o} 5879.510. 3 — m).p 

&c. 

En la réunissant à la précédente , on a pour les inégalités lunaires 
dues aux actions directe et indirecte de Jupiter sur la lune, 

+ 2'', 302299. sin. (i — m)-p 

— o'', 755940. sin. fl. fi — m).p 
— - o'',o398i 5 .sin. 3 . fi — m),p 
&c. 


Si Ton prend avec un signe contraire, toutes ces inégalités résul- 
tantes de raclion des planètes sur la lune; on aura les inégalités 
que celle action produit dans rexf)ression de la longitude vraie de 
la lune; on pourra donc les réduire en tables, en observant que 
(i — m).p peut être supposé égal à la longitude moyenne de la 
j)lanèlc , moins celle de la terre. Il seroit utile de les employer 
dans les tables de la lune , vu la précision à laquelle ces tables ont 
été portées. 

Le terme ^ - de Texpression de — dans 

Téquatlon {V) du 9, le terme 


3P.û^^Co) 


.c.cos. (cp — ; 


tVoù il est facile de conclure que la valeur de c est diminuée par 
Taclion d’une planète inférieure k la terre, de la quantité 


3 

s 




Gl par l’aclion d’une planète supérieure , de la quantité 


2 

s 


P 

m' 


• m 



Pareillement, le terme —7^ — - 
’ ah*.u^ 


donne dans l’équation (Z.' ) du n". g, 


la quantité 


gm .« 


Il' 




.e.cos.("ci# — - 
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~ étant ici la partie constante des perturbations du rayon vecteur 

de l’orbe terrestre, donnée par le n“. ag du sixième livre; la valeur 
de c est donc par-là, diminuée de la quantité 

— ^ 

4 a 

Il est facile de s’assurer que toutes ces quantités sont insensibles. 

Considérons présentement les perturbations du mouvement 
lunaire en latitude. La somme des termes 

— -L + {^\ 

h^u \du ) 

qui fout partie de la troisième des équations (Z) du n®. i, acquiert 
par l’action de P , la quantité 


.S 3P. Rr' .5.COS. ("v — p'j — 3 P. R*’ 5. cos. (y — U) 

"h ■ 


Cctle fonction contient relativement à une planète inférieure, le 
tenue 

— - — ô^^'^j.x.sin.éi' — 6; ; 

^ étant l’inclinaison de l’orbite de P à l’éclipliquc , et fl étant la 
longitude de son nœud ascendant. Il en résulte dans s , pour une 
planète inférieure , l’iiiégalité 

1 — : Î — ^.A.sin.r*'— fl;; 

g—* 

pour une planète supérieure , cette inégalité devient 

!!! Li LJ.^.sin. fp — fl;. 

g — 1 

En réduisant en nombres' ces inégalités, on a en employant les 
masses du n®. 44 du sixième livre; relativement à Vénus , 

+ o",853396.3in. — fl'^ ; 

relativement à Mars , 

~o>i 6966 .sin.r<’— 9"';i 
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et relativement à Jupiter, 

— o",i 17051 .sin. 

Q"\ et ô’" étant les longitudes des noeuds ascendans des orbites do 
Vénus , .Mars et Jupiter, 

Enfin 5 il est aisé de voir que la valeur de g est augmentée par 

P 

l’action de P, de la quantité !• — relativement aune pla- 

P 

nète iiiférienro à la terre, et de la quantité A, rcla- 
liveincnt a une planète supérieure. 

'^7ïlu''^,S 

Le terme — - , qui par le n®. 11, fait partie de la troisième des 

équations (L) du n", i , auginenle encore la valeur de^, de la 

quantité ^ étant la partie constante des perturbations 

du rayon vecteur de l’orbe terrestre. Ainsi, la valeur de g est 
augmentée par l’action des planètes , de la même quantité dont 
cette action diminue la valeur de e. Mais ces quantités sont insen- 
sibles. 

L’action directe de -P sur la lune , introduit dans l’équation (L') 
du n®. 9 , une quantité de la forme 

m m 7 ti 


e" étant le rapport de l’excentricité au demi-grand axe , dans l’or- 
bile de P. Il en résulte dans la longitude moyenne de la lune, 
une équation séculaire analogue à celle que nous avons trouvée 
dans le n'’. 15 , égale à 


Celle-ci résulte du développement du terme 




elle est iii- 


comparablemenL supérieure à la première, à cause du très-petit 
P 

lacteur — qui multiplie celte première équation. Ainsi, Faction 


indirecte de la planète P sur la lune , transmise par le moyen du 
soleil , l’emporte de beaucoup à cet égard, sur son action dircçlc 
que Ton peut négliger ici sans erreur sensible. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE IV. 


Comparaison de la théorie précédente avec les observations. 

23. Considérons d’abord les moyens mouvemens de la lune, 
de son périgée et de ses nœuds. Li’expression de ]^i longitude 
moyenne de la lune, en fonction de sa longitude vraie, renferme 
par le n'’. 1 5 , l’inégalité séculaire 

par conséquent , l’expression de la longitude vraie en fonctioîi 
de la longitude moyenne , renfeiTiie Pin égalité séculaire 

— .f (e^ — J .ndt. 

Si l’on représente par ^ ^ le nombre des années juliennes écoulées 
depuis 1750, on a jiar le n®. 44 du sixième livre, 

Q. E' — 530224 — /“.o,ooooa I o47 4 J 

d’où l’on conclut l’inégalité précédente, égale à 
3 1", 4247 57 . /* + o"50572i 742 .i’; 

i étant le nombre des siècles écoulés depuis 1750. Les observations 
avoient fait reconnoître cette équation séculaire, avant que la 
lliéorie de la pesanteur m’en eût expliqué la cause. 11 est certain 
par la comparaison d’un grand nombre d’éclipses observées par les 
Cbaldéensjles Grecs et les Arabes, que le moyen mouvement de la 
lune s’est accéléré depuis les temps anciens jusqu’à nos jours, et 
que son accélération est à très-peu-près celle qui résulte de la for- 
mule précédente. C’est ce que Bouvard a mis hors de doute, par 
la discussion approfondie des éclipses anciennes déjà connues et 
de celles qu’il a extraites d’un manuscrit arabe d’Ibn Junis. 

On a vu dans le n^. 16 , que le mouvement sydéral du périgée 
lunaire conclu de la théorie précédente, ne diffère du véritable , 
que de sa cinq cent soixantième partie. Suivant cette théorie , ce 
IVIÉCAN. CEE. Tome JIL Mm 
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jjiouvement est assujéti aune équation séculaire égale à — 3 ,000 5 2 • A, 
k étant celle du moyen mouvement de la lunejen sorte que Péqua- 
tion séculaire de l^anomalie, est 4,00052.^, ou à très~peu-près , 
quadruple de celle du moyeu mouvement. La théorie de la pesan- 
teur universelle m’a fait connoître cette équation , et j’en avois 
conclu que Je mouvement du périgée lunaire serallentit de siècle 
en siècle, et qu’il est maintenant plus petit d’environ quinze minu- 
tes par siècle, qu’au temps d’Hypparque. Ce résultat de la théorie 
a été confirmé par la discussion des observations anciennes et 
modernes. 

On a vu dans le n". 16 , que le mouvement sydéral du nœud de 
l’orbite lunaire sur l’écliptique vraie, conclu de l’analyse précé- 
dente, ne diffère pas du véritable, de sa trois cent cinquantième 
partie. L’équation séculaire de la longitude du nœud est, par le 
meme n®., égale à 0,73 5452.it. Les anciennes éclipses la confir- 
ment encore. 

2 . 4 . Considérons présentement les inégalités périodiques du 
mouvement lunaire en longitude. Pour comparer aux observa- 
tions, celles qui ont été trouvées précédemment par la théorie 5 
j’ai regardé comme autant de résultats de inobservation, les coeffi- 
ciens des dernières tables lunaires de Mason , et des nouvelles 
tables de Burg. Les coefficiens des tables de Mason ont été déter- 
minés par la comparaison d’un très-grand nombre d’observations 
de Bradley : ceux des tables de Burg l’ont été au moyen de plus de 
trois mille observations de Maskeline. Ces tables sont disposées 
d’une manière assez commode pour les calculs, et qui diminue le 
nombre des argumens, en les faisant dépendre les uns des autres. 
Voici le procédé qui résulte de celles de Mason , pour avoir les 
équations de la longitude vraie de la lune, procédé que j’ai déve- 
loppé en série de sinus d’angles croissans proportionnellement à i'. 

On form^ d’abord les termes suivons dans lesquels je compte 
les anomalies , du périmée. 
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CoêïTicicns des 

Coëflîciens des tables 

tables de Burg. 


de Masoii. 

— 

207} • • 

— 

2o65",58.sin.(anom. moy.©) 

— 

i8",52. . • 

— 

27", 47 -sin. (2. anom. moy. G) 

+ 

16b", 36.. . 

+ 

172" 53 .sin f 2.1ong.moy. (f — z.long.vraicGX 
/ fii- \+- anom. moy. G / 

-h 

236",! i • • • 

+ 

2 3 2",4 • . ™oy- î — 2.1ong. vraie . G\ 

\ — anom. moy. G ) 

— 

i 78 ", 4 o. . . 

— 

178" 4o.sin.r''‘^®”^ ™°^- ^ — 2-long vraie.G\ 

’ \ + anom. moy. C ) 

+ 14905", 87... 

+ 1 4902V17 . sin/^-*°“S-tnoy. C -2.1ong.vraie.O\ 
\ — anom. moy . C / 

+ 

109", 26. . . 

+ 

io 8 *,o 2 . 3 in.r* *''"^''"°^' vraie. G\ 

\ — a.anom. moy. C / 

+ 

384^,57 . . . 


381" i7.sin./^“'^®"® ™“y‘ ^ -^ ïong vraic.GN 
’ ' ' \ — anom. moy. C +anom.moy.G/ 

+ 


+ 

i 43" 52.3in./“-^°“S ”'°y‘ ^ — 2 Ïong vraie.G\ 
— anom. moy. C — anom.moy.O/ 

+ 

12 f"',3o. . . 


12g", 63 .sin.(anoni. moy. C — anom. moy. O) 

— 

66", 05 . . . 

— 

7o'',o6.sin.^°"S- ™oy. C - long, vraie. G'\ 
\ — anom. moy. C / 

— 

180", 86. . . 

— 

177" ^ —a.Iong.vraie.GX 

^ ' ’ \ — a . anom. moy. C ) 

+ 

192", go.. . 

+ 

oa» / • /j.long. moy. danœuddeTorbeX 

\lunaire — 2. long, vraie. O J 

+ 

3 îV 9 --- 

+ 

5 i ',47 .3in.(^ moy. C — long, vraie. 0 \ 

' ' \ + anom. moy. G } 

+ 

15", 12. . . 

+ 

o" 57 .sin.r vraie. G\ 

^ f * — anom.moy.O J 

— 

i 4 ", 20 . . . 

— 

1 1" 42.sin.r‘‘'^®”®’*"°y’* ^ — 2.1ong.vraie.G\ 
’ ’ \+2.anora. moy. C J 

— 

32", 72... 

— 

38" 27.sin./''^‘^°"^'™°y' ~^long-vraie.GN 
^ \ — anom. moy. C / 

— 

* 9 ') 75 * • 

— 

10" AA sîn /a.long.moy. î -a.long.moy.diA 
9 > 44 * ‘^nœudlunaire — 2.aaom. moy. C / 

— 

27", 16. . , 

— 

. /2. long. moy. du nœud lunaireX 

25 , 2.sm.^ — a.long.vraie.G + an. moy. C / 


Mm 3 
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Coefïjciens des 
tables de Burg- 

+ 21", 30 

+20^,987. . . 

8 )02 • . . . 

— 8 > 2 . . . . 
+ 

+ fi":. 7 9 

+ 4 ", 01 . . . . 

-h 3'',39---- 
+ 3 ",70 

+ 3".39---- 
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Coefficiens des tables 
de Mason. 

+ 16^^ 36 sin dtmœud lunaire \ 

^ \ — 2. long, vraie. O — anom.moy. C / 

4- 23 ",76 5 .sin. (long. nioy. du nœudlunaire) 

+ o",oo.sin/^’*°"®' — 3 . long, vraie. 0 \ 

’ \ — 2 . anoTii. moy. O / 

- o", 00. sin./' -vraie. 0\ 

\ +anom. moy. C / 

+ o", 00. sin./' 3 -anora. moy. C — 2. long. moy. C \ 

’ \ +2. long, vraie. Q J'" 

+ o>o.sin./' n»oy. C —2. long. vraie.o'\ 

^ \ + anorn. moy. € +anoni. moy. G / 

+ oVo.sin.f ~ 

\ 4 -aiiom. moy. C — anom. moy. O J 

+ o"oo.sm.( ^ — 4 . long, vraie. ©\ 

’ \ — 3 . anom. moy, c / 

+ o"oo.sin.(' ™oy- ^ — 2 -long, vraie. Q\ 

’ \ — 2 . anom. moy. C +anom. moy. ©/ 

, t, . / long. moy. C — long, vraie . O \ 

\ — anom. moy. C + anom. moy. O/ 


On ajoute la somme de tous ces termes, à Fanomalie moyenne de 
la lune , à laquelle on ajoute encore la fonction donnée par 
l’équation 

Suivant Biirg. Suivant Mason. 

ui — — 4127", 47 — 4 oi 8 ", 52. sin. (anom. moyen, o) 

■ — 33">95 — 43 ",21 .sin. (2. anom. moy. ©) J 

et l’on a l’anomalie corrigée de la lune , au moyen de laquelle on 
lorme les termes suivans , 

Burg. Mason. 

4-7üo37"^67 +70047", 24 . sin, (anom. corrigée, C ) 

+ 2396", 30 + 2398^',og.sin. (2.anom.corrigée. C ) , 

+ 115^^,12..... + 1 14^75 -sin. (3. anom. cox’rigée. ([) ^ ^ 

+ • + 6''j26.sin. ( 4 . anom. corrigée, i )• 
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On ajoute la somme de tous les termes (Af) et (N) à la longitude 
moyenne de la lune j et l’on a une longitude corrigée au moyen 
de laquelle on forme les termes suivans, 

Biirg. Mason. 

— 376'', 85... — 3 59"jii6.sin. (long, corrigée C — long, vraie. q) 
+ 66io''ji8. . . +G6 o 8"533 .sin,(2. long, corrigée C — 5>..long.vraie.0) 
+ . + 3 G'jO^ .sin.(3. long, corrigée ^ — 3. long. vraie. O) 

+ • + 27'^,i6.sin.(4.1ong.corrigée C — 4 . 1 ong.vraic.O). 

On réunit les termes (P) à lalongitucle vraie corrigée de la lune, et 
Foii Ibrrne ainsi une seconde longitude corrigée à laquelle on ajoute 
le supplément du nœud, ou la circonférence moins la longitude 
du nœud; on lui ajoute encolle la fonction P, que l’on détermine 


par réqualioa 

Biiriî. Afasoii. 

O 

P — -f 1666", 67 +i703'',70.sin. (anom. moy. q). 


On a ainsi la distance de la lune, au nœud corrigé. On soustrait 
du double de cette distance, ranonialie corpgée de la lune, et l’on 
multiplie le sinus de cet argument par — u(io'', 4 g , suivant Burg, et 
par — a 59'^, 56 , suivant Mason ; ce qui donne une nouvelle inéga- 
lité que l’on ajoute aux inégalités (ibT), (iV"), (P). Enfin, on ajoute 
cette même inégalité, à la distance précédente de la lune au nœud 
corrigé, pour former l’argument de latitude, et l’on multiplie le 
sinus du double de cet argument par — 1255 ",«56, suivant Burg, et 
par — I a 5 8", 34 , suivant Mason ; ce qui donne l’inégalité nommée 
réduction à V écliptique , qui doit être ajoutée à toutes les inégalités 
précédentes, pour avoir la longitude de la lune, comptée de l’équi- 
noxe moyen du printemps. Il faut observer ici que les longitudes 
moyennes de la lune et de son nœud , et son anomalie moyenne, 
doivent être corrigées par leurs équations séculaii es. 

J’ai conclu de ce procédé, l’expression suivante des inégalités 
périodiques de la longitude moyenne de la lune, développée eu 
fonction de sa longitude vraie comptée sur l’écliptique; ce qui 
exige une attention particulière pour n’omettre aucun terme sen- 
sible ; j’ai négligé les inégalités au-dessous d’une seconde. Une 
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partie des inégalités de cette expression , résulte du développement 
seul de la formule que donne le procédé des tables de Mason , que 
je viens d’exposer; en sorte qu’elles ne peuvent point être considé- 
rées dans ces tables, comme des résultats de l’observation. Pour 
les distinguer, j’ai marqué d’une astéristique , celles que Mason a 
déterminées parla comparaison des observations de Bradley, et qui 
toutes ont été déterminées de nouveau par Burg, au moyen d’un 
très-grand nombre d’observations dcMaskeline. Je donne d’abord 
la grande inégalité du premier ordre; ensuite, les cinq inégalités 
du second ordre; puis, les quimse inégalités du troisième ordre; 
ensuite toutes les inégalités du quatrième ordre et d’un ordre supé- 
rieur, qui ont été comparées aux observations; enfin, toutes les 
autres inégalités. Je place à côté, les résultats de mon analyse, et 
leur excès sur les coefficiens déduits des tables deMason. Dans une 
quatrième colonne , je donne l’excès des coéificiens des nouvelles 
lubies de Burg, l éduitesàlaforme dema tliéorie, sur ceux des tables 
de Mason. Burg a5'^ant conservé à scs tables, la forme de celles de 
Mason qui lui-même avoit adopté celle des tables de Mayer; il suffit, 
pour les réduire à la forme de ma théorie , d’appliquer aux coeffi- 
ciensdes tables de Mason, ainsi réduites, la difi’érence prise avec un 
signe contraire , des inégalités correspondantes dans les deux tables 
primitives. Les fonctions ^ et B , sont un peu difiërentes dans ces 
deux tables ; j’ai eu égai*d à cette différence. J’observerai sur cela , 
qu’en introduisant dans les tables primitives, une inégalité pour la 
longitude , dépendante de sin.(aTiom. moy, C -1-anom. moy. o)> 
et pour la latitude, une inégalité dépendante de sin. (arg. de lati- 
tude-+-anom. moy. G), et on changeant convenablement les coeffi- 
cieus des inégalités dépendantes de sin. (anom. moy. C — anom. 
moy. 0), et de sin. (arg. de latitude — anom. moy. o); on pourroit 
se dispenser d’introduire les fonctions et ,• ce qui donneroit 
aux tables plus d’uniformité. Burg a fait entrer dans ses tables du 
mouvement en longitude, huit inégalités nouvelles qui ne sont 
données dans les tables réduites de Mason, que par leur dévelop- 
pement : je les ai distinguées par une double astéristique. Enfin , il 
a comparé aux observations , plusieurs inégalités qu’il a trouvées 
insensibles; en sorle que leurs coefficiens donnés par le développe- 
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ment des tables de Mason, peuvent maintenant être considérés 
comme des résultats de l’observation : je les ai distingués par une 
tiiple asléristique. On pourra ainsi reconnoître les inégalités qui 
restent encore à comparer aux observations. Le peu de différence 
qui existe entre les deux tables, permet de conclure ainsi le déve- 
loppement de l’une d’elles , du développement de l’autre; et l’on 
peut par la méthode inverse , réduire les inégalités de ma théorie, 
à la forme des tables de Mayer. 


Inégalités déduites des 
tables de Mason. 


Cocifficiens de 
ma théorie. 

Inégalité du premier ordre. 


Excès (Tr ces coÜfil' Excds dos corfTicioTis 
ciens sur cepx dé- déduit.'^ des tables di 
duits des tablfS de Biirg.surceiiic déduits 
Mason. des tables do Masui). 


— 

69992^30* — 

*. 

— 


+ 

o'',Ü0 . . . 

+ 

9 ", 57 



Inégalités du second 

ordre. 





4 - 

i 427 Vi> -sin.f — 

- 

+ 

ï 442 ", 66 ... 

+ • 

13", 23... 

+ 

*">79 

— 

5874^70. sin.(' 'lo — 

2 mv)^ 

— 

5856", 11... 

+ 1 

,8", ,9... 

— 

i",83 

— 

i 4449 ",i 9 ‘Sin. — 

2mp — cp-^-'Tg)^ . . . . 

— 

i 446 i", 28 ... 

— 

I2>9... 

— 

3 'V 4 o 

+ 

207 5", 71 .sin. (c'ntp 



+ 

2IO6V9* • • 

+: 

;o",38... 

4 - 

9", 88 

+ 

i 25 G", 47 .sin. - 

-26)* 

+ 

1253", 9a... 

— 

o",33... 

— 

2", 78 



Inégalités du troisième ordre. 






53",i9.sin.(3cv- 

•••» ••••• 

— 


— 

2 V 3 -- 

‘ — 

o ",47 

+ 

188", 67. sin. ('igp- 

^ CP — . . . . 

+ 

3 o 4 '', 86 . . . 

+ 

16", .9.. 

+ 

o ''»95 

— 

69'', 16. sin, ( ^gÇ-\-CP — 52 9 — . . • 


70", 86... 

— 

i", 70 .. 

+ 

o",üO 

+ 

430", 56. sin. (7p — 

2 niP 'i'CP — , 


4 î 3 ", 38 ... 

+ 

3 ", 02.. 

+ 

o",oo 

+ 

44'^, 7 7. sin. (2p — 

2mp + cmp — 'îsrj^. • . 

+ 

42 " 502 , . . 

— 

2", 7 3.. 

4 - 

6",. 7 

— 

421", 37. sin. (^p — 

2mp — cniP-t'^)^> • • 

— 

4 i 3 V 6 .-- 

+ 

6", 21.. 

— 

3 ",70 


67">r 1 

+ 

74", 96... 

+ 

7", 85.. 

— 

3 ", 4 o 

— 

6 5 5^09 . ng + 

— 

63 3", 26... 

— 

o",!?.. 

— 

3 ", 3 9 

+ 

21 1', 84 . sin. (cp + ( 

:mp — — 'Sf') ^ . 

+ 

2i9",ll... 

+ 

7 > 7 -* 

+ 

î'; 9 « 

— 

36o"55().sin. (cp — 

cmp — «• + . 


362",i8. . . 

— 

i",68.. 

4 - 

2", 37 


5 51", 31. sin. (-icp- 

^2P + 2mp — 2'Vr)^ . . . 


321“, 91... 

—5 

29", 4 o.. 

— 

3V0 


(1) Le coëfiicient de celte inégalité est une des arbitraires de la théorie; et je 
pense cet égard, il convient d’adopUr le résultat de JBurg. 
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fju'ii^nlité.s (]t (Îîlifes des 
lahlcM do AJason. 


Coëfficiens de 
ma théorie. 


JCxct'8 (le CC8 coéiïï- K-rocs des ccicÜiclcns 
ciens sur ceux dé. déduits (le*! table» do 
duits des tables de l}urg,8Hrcc\JX déduits 
Mason, dos tabU-s du Mason. 


i 72 " 23 .sin.(^a^<^ — o.ç + 2 mv — + 174", 74... + 2'^, 46 .,. + 6 "/i(i 

— 2nr')^ + + 3''578... — 8 VjÏ 

36o",i-‘Sin. (i^ — mp) ^ 4 - 376", 586. (^i i) -h 17^559 

58 ", 5 o.sin. (p — mP'^emp — . . — 58",0 5 + + i 6 "j 98 , 

Incf^alités du quatrième ordre et d'un ordre supérieur , qui ont été 
comparées aux observations. 


— i'\o] .sm. (icp — + o",09 

— 6 \io. sin. ( 2 gp — 2 CP — 2 04-2'??^’^. -1- o",3i 

+ 23'',765 .sin. +' 17V35 — 6'', 63... — ^'',778 

— 2 1 ^'567 .siii. — '^?np)^ 4 - 

4- (i^ip — ^mp)^*» 4 “ 4!"563 

4- (cp + 2cmp — 'sr — 2^')^ — 0,51 

— (cp — ^emp — '^■ 4 - 4 - 0^^551 

— ( 2 CPA- 2 P — 2 mp — — ^5^03 4- i\66... 4 " 2^,78 

+ 8 ()", 34 .siii. — ^mp — + + . . » . <» 4 “l 3 ^ 67 ... + 5 ?55 

4 - 4 (i'', 79 .sin. (^ 4 i» — t^mv — 2 cp + 2 '^)^-*- 4 - 47", 71 + 0^^592... — 

— 52",G^ •'"'iti* — p + uip — — 2 ^% 6 <^.(i-\-i) + 4 " 50 i 

— 3^','5 3 .siii. — mp — c'nip-i-'sr')^ — 5^55 

{- 29^^_,45 .siii/av — ymip — ^.gv+cp+üS — — 2 "j 68,.. + 

+ 3",73.sin.("2gv-l-c^f^ — 2p-\‘2mp — 2 ^ — + 

— io",87.siri. — 2mp — 2 c — 8'^, 02 

— ï 8",I2 .sin. — 15 "j47 *^1 + • • • * + 8,02 

4" 3^08 .sin. f3cv — 20-^21110 — ; — 6 'j 48 

+ i\S2.sin.(‘2p---2mp+cp+dmp—'nr-^^')'** — 6^,79 

' 1 ' ^^\]S.sin.C 2 P— 2 mp+cp“-c'mp—‘':^+'sr'J^^ 4 - 3 i ^39 — 7 ^ 99 * '• — ^'\oi 

+ 2 \'^G-^h\, (ip — ti^mp — 301^4- 3 — 3^39 

4- ’^'\o\.û\\.(o.cp-2p-\' 2mp-cmp-‘n!^’\’'^')^^ — 0^76 — 3 " 58 o. . . + 3^7^ 

4 4''505 .siii.fc^ — p^-mp — dmp — 4 - 3 ?39 

+ \(^'{j 2 .^\\\.( 2 cp-‘ 2 P^ 2 mp-\-dmp- 2 ‘^-'T ^' + ?8^;M ^ ?57 


— 3",73 .siii. — ^mp’\-cp — 

4 sin. (^cp — - ip + <^mp — 4 'arJ^^^ 

' — i2"5o6.sin. — 2mp-\‘2gp — 

± 3 ?38*sin. ( 2gp =fc emp — 2 9 

— i ",03 .sin42g'(^42ci^-2i»42mi^-29~2'jr^^^^ 
drz {')\ 2 ^,ûi\Xogp~ 2 pA^ 2 mpdtzc 

Inégalités 
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Inégalités du quatrième ordre et d*un ordre supérieur^ déduites des 
tables de Mason , et qui n* ont point été comparées aux obser- 
vations. 

Inégalités déduites des CoefTiciens do Ifiens i'n 

talïlcs de JVlasoii. ma lliéorie. 

Ma son . 

+ I 5'^,3 2.sin. Cf/ — emu — 4. 13^89 — 

— -siw, ( 2 cv-hc'mv — '2^ — — 9‘'?75 — 1' 

1 4 ", 5 2 . sin. ( 4 f^ — ^rnu — eu — c rnu + '^ -4- ) 

— 13 9?^ -sin. (Q.U — 2m^d- — 2^^ + '^ ) 

— 1 ", 1 8 . sin. ( Q.U — irnu — 2 gu + 2Cf/ + — 2^7 

5 599 • Cîu — ^iimu — 2CU + cmu+ 2 '^ — 

+ 4 ^', 87. sin. C^u — 4 /;zf/ — 2 eu — c'mu+ 2^ + '®‘ 7 

— 3'', 63 .sin. ("3»/ — 3mt' — cf'+^zrj 

+ 2 ^, 48 . sin. (" 4 ^»' — 4 9 ^ 

+ 9^^,3^^’Sin. ('2t' 2 nn' — Ct' + 2cV«t’ + -ar 2 -tr'j 

— 17",88 .sin. ( 2 u — 2mu — eu — 2c'mu-^ 2^^ ) 

+ 1", 69. sin. C 4 tu — imu — sgu — cp-H 29 + wJ 

— ^ 1 "5 3 g . sin , C^u — 4 mu — c' mu + ^' ) 

+ 2",0 5 . sin. (^6 — G mu — 'icu+'j'^J 

— i^^Qo • sin. ( eu — ^ U + mu + c mu — ) 

+ 1^03 . sin. (^4 f/ — 4 mu-\- c mu — ^ 0 - 

Ou voit jiar ce tableau, que la plus grande différence entre les 
ceélïiciens des tables de Mason , et ceux de notre théorie, n’est (jue 
de 3<^ j et qu’elle n’est que de 26" entre notre théorie et les tables de 
13 urg. On la feroit sans doute disparoître , en portant plus loin 
encore les approximations ; mais la comparaison précédente sullit 
pour établir incontestablement , que la gravitation universelle 
est l’unique cause de toutes les inégalités de la lune. 

Deux de ces inégalités méritent par leur importance, d’ètre 
déterminées avec un soin particulier. La première est celle que 
l’on a nommée inégalité parallaetique , et dont rargument est 
U — mu. Elle dépend de la parallaxe du soleil. Je l’ai déterminée 
en portant l’approximation jusqu’aux quantités du cinquième 
ordre inclusivement 3 j’ai donc lieu de croire la valeur à laquelle je 
suis parvenu , très-exacte. Suivant les tables de Mason , réduites à 
MrcAN. c£n. Tome 111 . Nn 


' rr*( coi' nr» - 

I fi'iix d<'- 
i tables de 

743 

,o 4 
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]a forme de ma théorie, cette inégalité est égale à 360^^,12 ; mais 
Burg qui vient de la déterminer par la comparaison d’un très- 
grand nombre d’observations, la trouve plus grande de i7'',5g,et 
par conséquent égale à 3 77'^, 7 i. En égalant à ce dernier résultat, le 
coëllicient (^1 376^,586, donné par mon analyse j on a 


partant 


i-fi = 1,002985 J 

a 1,002985 

a ' 4 oo ^ 


D D a 

or la parallaxe solaire est ^ ou — .-75 cette parallaxe est donc 


égale à 


D 


a ^ 

D 1,009985 
a 400 


En substituant pour — ,sa valeur 0,0165 5 toi, trouvée dans le n®. ig, 


on a 26", 420 5 pour la parallaxe moyenne du soleil , sur le paral- 
lèle dont le carré du sinus de latitude est ce qui est à très peu- 
près celle que plusieurs Astronomes ont conclue du dernier pas- 
sage de Vénus sur le Soleil ; la théorie de la Lune olfre donc un 
moyen fort exact pour déterminer cette parallaxe. 

La seconde inégalité est celle qui dépend de la longitude du 
nœud de l’orbite lunaire, ou de l’argument — n+ 9 . Son coëOi- 
cient, suivant Mason, est 2 3", 76 5 ; mais Burg qui vient de le déter- 
iiiiner par un très grand nombre d’observations , le réduit à 20^^,987. 
La théorie donne parle n®. 20, 17^135 , en supposant l’applatisse- 


ment de la terre — et 35 ^490, en supposant cet applatissement 
; d’oii il est facile de conclure que la détermination de Burg 

f 

d’applatissenient. Celte inégalité est déterminée 


230 

lépond à 


30^,05 


avec beaucoupxle précision , par la théorie : on n’a point à craindre 
a son égard, l’incerlitude que le peu de convergence des approxima- 
tions laisse sur les coëlliciens de la plupart des inégalités lunaires 5 
et comme elle est liée à rapplalissement de la lerre, sa déler/iiina- 
tion exacte parles observations, mérite toute l’atlenlioii des Astro- 
nomes. Il résulte sans aucun doute, des valeurs que Mason et Burg 
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lui ont assignées, que la terre est moins applatie que clans le cas de 
l’homogénéité; ce c[ui est conforme à ce que nous avons trouvé 
par d’autres phénomènes, dans les livres III, IV et V. 

^5. Considérons présentement , le mouvement de la lune en 
latitude. On le détermine par les tables de la manière suivante. Si 
l’on nomme longitude corrigée de la lune , la longilude moyenne à 
laquelle 011 appliciue toutes les inégalités, à l’exception de la 
réduction ; la latitude de la lune est égale à 

Burg. Mason. 


•4- 57163", 03.. . 

-4- 57i74',4o.sin. (argument de la latitude) 

— 

M",43... 

— 

i3"^,58.sin. (3 .arg. de latitude) 

+ 

1630", 86... 

+ 

r 0 or • / 2. longit. corrigée C — s.longil.N 

iG3o',86.sin.( . i 1 1 ) 

^ \vraic. 0 — de latitude / 

— 

9"557- • • 

— 

9^,57 .sin. (arg. de lat. — anom. moy. O) 

-1- 

5 4", 3 2... 

+ 

54'^,32.sin. (arg. de lat. — anom. moy. 

+ 

7 7", 4? . . . 

+ 

77' , 47 . sin. (2 . anom. moy. C — arg. de lat.) 

4- 

5 ",86... 

-t- 

5''586.sin. (3. anom. moy. C — arg. de lat.) 

+ 

27", 78. . . 

+ 

n Q ( 2.1ong.corrig. C — 2.1ong.vraie.o\ 

27 ',78. sin. ( 1 w , ^ ) 

y — j^j.g (I0 ^ anom. moy. G / 

+ 

Il ",42... 

+ 

r, ^ . ( a.long corrig. C — a.long.vraic.OX 


^ \ — arg. de lat. — anom. moy. Q / 

+ 

6", 79. . . 

+ 

fi" nn ai» /^.long.corrig. c — 2.1ong.vraic.o\ 
?79* — arg. de lat. “H anom. moy. C ) 

+ 

49",07 . . . 

+ 

49>7 .sin.^"^-^" \ 
\corrig. C + 2 . long, vraie . O J 

+ 

i6",o5 . . . 

+ 

.a» . ' ( de lat. + 2 . anom. moy. C — \ 
iD,os;.sin.{ ^ ' T 1 

\2.l0ng. cor. C + 2 . long.vraie . G/ 

— 

24",69 i 4. 

— 

0'', 00. sin. (long, corrigée. C). 


En réduisant ces formules , en sinus d’angles croissans proportion- 
nellement k j’ai obtenu les résultats suivans , 


Nn 2 
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S (i(‘ jVîasori- 

572 :vV', 37 *-^“* — 

-h 4‘>/^,84 . sin. ( — 3 ^ 

4“ lG'Ay\l J . : iii. (‘2 U •>.1JLV — 

+ 1 6 . s i II, (a p' — 'imv+gv — S) 

— ï a\() 1 . sin. (gp + cv — ^ 

+ ( 3 1 \'x I . sin. (gp — CP — 

+ .sin. (gp + cp — 2 P + A m p— .0 — 

— 2",6i .sin, fur — Ar?ip+gp — cp — 

+ . 1 8 ', . sin. f ur — 'iriip — gp-{-cp-i-S — 3- J* 

-j- 7 () 5 ( ) . s i n . (gp -}- c'en r — 6 — 73')^ . 

— 8()'",o' 7 . sin. (gp — c mp — ^ . 

— i • .sin,f;2r-2///r-^r + r'mr-fÔ'-'^'^^ 

4- (]8'',a‘0 . sin.f 2 r-i> 777 r-i>’r-r'/ 7 zr 1 - 0 

+ 79", iG . S) n. f 2 CP — gp — + 

1 3 \ 3 5 . s 1 n. f 2 cp + gp-2p + 2 777 r-2'zj-^ 6 ) ^ 


Co(- 7 ricicn.s de 
ma tliéorie. 

Excès de ces coi/H- 
ciens sur ceux dé- 
duits des tables ilc 
Mason. 

Excès (Lr corfncîcns 
déduits (Us tiililis (le 
liurK-sut rcu.r (U'dults 
des UbJcs (le Ma on. 


57230', 8}... 

- 

->i ",37 (') 

H- 


— 4 ",oü. . . 


-f 

i()'/ C',09. . . 

— G,oi. ,. 

1 II 

+ 0 ,00 

+ 

3", 52... 

+ i",3G... 

+ ü",oo 

— 

17", 26... 

— 4 ",G 2 . . , 

+ o'',ÜÜ 

H- 

Gi'Vjy. . . 

+ o",o6... 

4 0^,00 

+ 

Gr,6G. . . 

— o"4o . . . 

+ 0 ,00 

— 

4 ", 28. . . 

— i';67... 

4 o",oo 

+ 

i 9 "> 95 --- 

+ 

+ o",oo 

H- 

75", , 4 ... 

— T',3G. .. 

— i",oG 

— 

8o>6... 

+ 6",o 1 . . . 

4 i",GG 

— 

3 1 ",47* • • 

— 2", 26- . . 

o''jOO 

+ 

G»)",) 9. . . 

+ o" 579 -” 

4 ü",oo 

S- 

84 ", 57. . • 

+ 5 'ai--- 

+ ü",00 

+ 

15 ", 85 . . . 

+ 2 ”, 48 . . . 

+ o'\oo 


~ f 3<^’r — gp — 3 ' 75 r-H 

*f 3 ",2 2 . s i n. f }gp — 2 r + 2 mr — 3 

+ ï ' 5 ' 3 • f 4 — 4 7/zr — ^^r4- 

4 1", 76. sin f3<^r~z7r — 2r+2A7zr — 

r±: 1 ^,72.sin.f CP’^gp-Apx-AmP^C mp-'Tir - ù'Xr-Tsr' ) 

::+::: 1 \jj.iiU}.( ‘2CP-\-gP-AP+'2??lP-CP- U'zr-ôn'sr ^ 

- i ' 2 ", 7 7 . s i n . f i r — 4 zzz r — gp — c -f 6 4 /tst^ 

— O joo.sin. (^long. vraie. — 20'', 023 


h 

() 5OO 

+ 0 

O ,üO 

+ o",oo 
+ o",(UO 
4 O "5 00 

+ 11 

O ,00 

— 2 l 4 . 


Ici, la Ihéorie sv rapproche encore plus de robservation, que rcla- 
livcinenl au inouvcmcnt do la lune eu longitude 5 ce qui vient de ce 
(pi(‘ les approximations de son mouvement en latitude sont plus 
simples, et par conséquent plu.s exactes. Je pense donc qu’il eon- 
vieul (le lorniei les tables de ce mouvement, par la théorie 3 afin de 
ramener autant qu’il est ])ossible, toute l’astronomie, an seul prin- 
( ipe de la pesanteur universelle. L’inégalité — 2 ü", 023 . sin.élong. 
vraie. (T ) n’existe ])oint dans les tables de Masoii. C’est la théorie 
qui me la fait connoître, et toutes les observations la con- 


(1) Le C(jt41icient de celle inégalilé est une des arbilrairer, de la théorie , et le 
résultat de Iturg me paioît devoir être préféré'. 
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firnient d’une manière incontestable. Burg l’a IrouYce égale à 
— 24^^56914. sin. flong.’*Traie. (T j , par la comparaison d’un très- 
grand nombre d’observations de IVIaskcline. Son coefficient est, par 
le 19, égal à — 120%02^ ^ en supposant rapplutisscjncnt Ch) la 

terre — : il s’élèvcroil à 4i'',70 5 si cct applaiissement éloit — 

3;4 

comme dans le cas de riioinogénéité de celte ])lauèle : d'oii il es! 
bicilé de conclure que le coefficient — trouvé par l>urg , 

répond ;i rapplatisscment E est très !('inîir(inal)!e que criîr 

inégalité conduise au meme applalissemcnl , (|ue rincgalilé i!u 
mouvement en longitude , dépendante’ du sinus de la longitude du 
nœud, que nous avous donnée dans le n*\ 29. C(‘s deux iiiégalili s 
qui, par la lumièi*e qu’elles répandent sur la ligure de la îejK' , 
méritent loulo ratteniioii des observaleuis , se réunissent pour 
exclure son boinogénéité. 

0,6. Il nous reste à considérer la parallaxe horizontale de la 
lune. Voici rexpression de celte parallaxe à l’équateur, suiv^anl les 
tables de Burg et de Mason. 


Eurg. 

+ 10558^^,64. 


Masoti et Mayer. 

+ 10590^^^,74 


— 

o ",93 . . . 

— 

o'',93 .cos, 

+ 

a", 16. . • 

+ 


+ 

a", 47... 

■f 

2 ",47. COS. 

— 

o",3 1 . . . 

— 

o",3 1 .COS.^^ 


1 15",I2 . . . 

+ J 1 .cos.^’ 

+ 

o", 93 . . . 

+ 

o",93 . cos,^* 

+ 

3 >9 • • • 

+ 

« f 2 

3 ,ü9.cos.(^_ 

+ 

i",83... 

+ 



. long. moy. c ^ • long. vraie. O"' 
-anom. mo5X O ^ 


, C — 2. long, vraie.© 


anom. moy. C 
long. moy. i — 2 . long, vraie . 0 
• anom. moy. C 


) 


ng. moy. C — 2 .long. vraie. o\ 
loru. moy. C +anom. moy. Qj 
(■x. long. moy. <L — 2 . long. vraie . O 
uiioiu. mov. — anom. moy. O 



+ 

+ 

+ 

+ 




+ 

+ 
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Burg. Masoii cl Mayer. 

o",62... + o",62.cos. (anom. moy*. C — anom.moy.©) 

\ — anom. nioy. C / 

6 " i7.cos/^'^“"^- — 2. long, vraie. o\ 

’ ' ’ \ — 2 .aiioin. moy. i ) 

„ f 2 .long. moy. du nœud lunaireX 

1,13. cos.^ — ^ ^ long, vraie . O / 

+ 5 79^', 3 2. cos. (anom. corrigée. C ) 

+ 3o'' 586 . cos. (2 . anom. corrigée . € ) 

-4-0", 93 .cos. (3 .anom. corrigée, i ) 

+ 80'', 2 5 . cos. (2 .long, corrigée. C — 2 .long. vraie. q) 

— 3 "5O9 . cos. (long, corrigée . C — long, vraie . O) 

+ .cos.(3.long. corrigée. C — 3. long. vraie. O) 

„ . / distance vraie de C au riœudX 

— 2 /17 . cos.f • / ^ h 

^ ‘ \ — anom. corrigée, C ) 


+ 578 ",o<). 
H- 30", 86. 
+ o", 62 . 

-f 8 o",2 3. 

— 3 > 9 - 

+ o", 62 . 

- 27*7. 


Pour avoir la parallaxe horizontale à une hauteur quelconque du 
])olc5 Burg suppose rdlipticilé de la terre, ~ : Mayer la suppose 

— . Je la supposerai conformément à la détermination du n"^. pré- 
cédent, — . On multiplie ensuite les coélTiciens de cette table, par 

Tunité moins le produit de l’ellipticité de la terre par le carré du 
sinus de la latitude. Cela posé, on a pour la parallaxe liorizontale 
de la lune à Téquateur , réduite en cosinus d’angles croissans pro- 
portionnellement à l’angle p , 


M a.s(^ii cl Mo y or, 

-f- tüf)24\8 

-f ^81 ",6G . cos. fev — 

— .cos. 2'Srj. ...... . 

o", 95. cos. (}CP — 3^*J 

"f- o'', 50. cos. (kev — 

-f 7 y , 81 .cos. ( 2 i^ — amp) 

-t- 1 18 ",55 ,C03,(2P 2mp — CP + 'srj 


Cocfficiens de 
ma théorie. 

+ 10580V3 • ’ 

+ 57976.. 

+ o">o 3 • • 


+ 76", 18.. 
+ ii 7 ", 62 .. 


EjccAs do CCS coeHi- 
ciciis sur CPU K dos 
tables de Mason. 

— 44 ", 78 . • • 

— 3",4o... 

+ i", 64 ... 


+ •", 37 - •• 

— o ",93 . . . 


Excès dos cocfficiens 
de Burg sur ceux de 
Mason. 

—52', 10 
— i >3 
+ o",oo 
+ O",oo 
+ o",oo 

+ o'fOO 

+ o",oo 
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Coi'tririftns Je 

Kxcc 

(le ces coolTi- 

Kxc(: 


roc (Tic 

Mason cl Mayer. 


ma 

théorie. 

cifns 

table 

sur ceux des 
(le Ma.'Oii. 

(le lit 

n. 

Il H'U 

. — 

3 ",62. cos. rat* — 

- 2 mp^‘CP — 'Ts) 

— 


+ 

1 ,ab. . . 


0 ' 

00 

— 

o'', 54 .COS. — 

- 2 mp 4 emp — 'ïîr'L • • • • 

— 

0,53.... 

+ 

n 

0 ,01 . . . 

+ 

0' 

500 

+ 

5 ",17 C0S.f2(/ — 

- 2mp — c'me + 's-'j 

4 

5 > 6 .... 

— 

o')ll . . . 

+ 

0 

,00 

— 

o'',93 .cos. 

— 

— 

1 ,0 3 * • * • 

— 

o",lO. . . 

+ 

tl 

0 

,00 

— 

o", 28 . cos . fae — 2mu — ci^+ emp + — 'sr') 

— 

o",68.... 

— 

o'', 4 o. . . 

+ 


,00 

4 - 

^'\'2 2 .COS.( 2 P 

2 mp — CP — emp + ^ 4 - 'sr' j 

+ 

5 ",o 4 . ... 

— 

0V8... 

+ 

0 

,00 

— 

0", 89. cos. (cp+ 

cnip — ^ 0 

— 

2 ,02 .... 

— 

1 1 3 • • • 

4 - 

0 ' 

00 

+ 

50. cos. (cp — 

- c mp — 

+ 

2", 67.... 

+ 

(",17. . . 

4 


00 

+ 

1 i",y} .cos. (2 CP 

— 2 P-\- 2 mP — 2 ‘SrJ. . . . 

+ 

I h', 10 . . . . 

— 

o",83... 

+ 

0" 

,00 

4 - 

.cos. ( 2gp 

— 2 e + 2 mp — 2 . . . 

— 

o",^8.... 

+ 


+ 

0 

,00 

— 

3 ",09. cos. (p — 

mp) 

— 




+ 

n 

0 

,00 

— 

o'^,2i.CO.S. (^kP- 

- 4 mp ) 

. . . . 


. . . 


+ 

0" 

,00 

— 

0", 20. cos. (ip - 

— 4 mp — ^cp + ü'n^) ... 

4 

o'',i 4 . . . . 

+ 

o'', 34 ... 

4 

0": 

,00 

— 

0", 46. cos. (^P - 

— 4 mp — ce + 

— 

o", 4 () ... 

4 

o'',oo . . . 

+ 

0 ^ 

,00 

— 

0", 6 8. cos. (^cp- 

* • • 

. . . 


. . . 



4 

0 ' 

,00 

— 

3 ",o 4 .COS. ( 2 gp 

— CP — 2 0 +'®-^. 

— 

2", 9 2 

. 4- 

0", 12... 

4 

çyK 

,00 

+ 

o'','j7.cos. (agp-i-cp — 2 0 — 

• . . 


• . . 


+ 

0" 

,00 

— 

0'', 6 2. cos. — 

-p-\-mp — 

— 

o",38.('i+/; . 


4 

// 

0 , 

,00 

— 

o\‘^ 2 ,Cü 3 .( 2 CP + 2 P— 2 mp — 2 ^) . . 

+ 

o",07 .... 

. 4 

o", 3 (j... 

4 

0" 

,ou. 


Les inégalités de la parallaxe des tables de Mayer, Mason et Burg, 
sont dérivées de la théorie de Mayer, cl Ton voit par le tableau 
précédent, qu’il y a très-peu de différence entre les coéfficiens de 
CCS inégalités et ceux de mon analyse j cependant j’ai lieu de croire 
ceux-ci plus exacts, puisque ma théorie représente mieux que 
celle de Mayer, le mouvement de la lune en longitude. C’est un 
point (le pure analyse; car les observalions ne seront jamais assez 
précises, pour déterminer d’aussi petites différences. A l’égard de la 
corisiantcde la parallaxe, Mayer et Burg l’ont déterminée par les 
observations. Ce dernier astronome a principalement fait usage 
d’un très-grand nombre d’observations deMaskelinc, et il a trouvé 
cette conslanle plus petite que celle de Mayer, de 3 J’ai déduit 
dans le ry, cette constante, des expériences sur la longueur du 
pendule à secondes, et des mesures des dc'grés l('neslr(‘s; et j'ai 
trouvé qu il faut diminuer encore de 12^,7 la constante délerinim e 
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|) ir Barg. Celle dillércnce dépend-elle des erreurs des observations, 
ou des élérncns que j’ai employés dans mon calcul ? c’est ce que la 
suite des observations fera eonnoîlre. Le seul élément qui me 
paroisse susceptible de quelque incertitude, est la masse de la lune. 
On a vu dans le chapitre XVI du sixième livre, que pour faire 
coïncider le résultat de la théorie avec celui de Burg, il faut dimi- 
nuer la masse de la lune, et la réduire de à . Cette diminu- 

58,6 74,3 

lion paroît un peu trop forte d’après les phénomènes des marées 
< t de la nutation de l’axe terrestre, et d’après l’équation lunaire des 
tables du soleil. Il paroît donc qu’il faut encore diminuerdedeux ou 
trois secondes, la constante de la parallaxe de la lune déterminée par 
I et astronome qui, par la comparaison d’un très-grand nombre 
d’observations, a déjà diminué la constante adoptée par les autres 
/Vslronomes , et s’est ainsi fort rapproché de sa véritable valeur. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE V. 

Sut une inégalité à longue période , qui paroit exister dans 
le mouvement de la lune. 

37. IVous avons remarqué dans le commencement de ce livre, 
que le moyen mouvement de la lune , conclu par la comparaison 
des observations de Flamsteed et de Bradley , est sensiblement plus 
gi’and que celui qui résulte des observations de Bradley comparées 
aux observations de Maskeline ; et que les observations faites 
depuis quinze à vingt ans, indiquent dans ce mouvement, une 
diminution plus grande encore. Cela semble prouver qu’il existe 
dans la théorie de ce satellite , une ou plusieurs inégalités à longues 
périodes , dont il est important de conuoître la loi. En examinant 
avec la plus scrupuleuse attention cette théorie} on voit que l’ac- 
tion des planètes ne produit aucune inégalité semblable , comme on 
peut s’en convaincre par l’analyse exposée dans le n°. ai ; mais 
l’attraction du soleil produit dans l’expression de , une inéga- 
lité proportionnelle au sinus de l’angle 

Les termes qui composent celte inégalité sont très-petits dans les 
équations différentielles} mais quelques-uns d’eux acquièrent par 
les intégrations successives , le diviseur f 3 — 3m + 3 cm — üg — 
et ce diviseur peut les rendre sensibles, par son excessive petitesse. 
Pour déterminer ce diviseur, nous observerons que l’on a par le 
n®. 16, 

J — — c = 0,00040859. 

De plus , le mouvement annuel du périgée solaire étant par le n*. 33 
du sixième livre, égal à 36",88 j 443 ; on a 

\ — c' = 0,0000002303 5 } 

d’oii l’on tire, 

3 — 377^4- — üg c ~ 0,00040652 ; 

Mécan. céïs. Tome ///» O o 
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et par conséquent 

^3 — — 2g* — e/ = 0,00000016526. 

A la vérité , on a vu dans le 5 , que le carré du coefficient de 
l’angle P ne peut pas en vertu des intégrations successives , être 
diviseur de l’inégalité correspondante, lorsque l’on n’a égard qu’à 
la première puissance de là force perturbatrice j mais cela cçssc 
d’avoir lieu pour les termes dépendans du carré de cette force , et 
l’inégalité dépendante de jp — }r/Lp + jcmp — 'igp — cp-t'jJ + 'o - — 
ne peut résulter que de ces termes. Pour le faire voir, considérons 
Je terme ^affndt.àR de l’expression de /f', donnée par la for- 
mule (T) du II'’. 46 du second livre : ce terme paroît être celui dont 
l’illégalité que nous considérons , doit principalement dépendre. Le 
développement de R donne des termes de la forme 
/i.cos.f int — — ^gnt — 

Si ces termes ne résultent que de la première puissance de la force 
pmturbatrice ; nt et ent se rapportent aux coordonnées du soleil , 
et alors la ditfcrentiellc dû qui ne se rapporte qu’aux coordonnées 
de la lune, devient 

La double intégrale '^affndt.àR acquiert le diviseur 

é3 — + ~ sg* — c)% 

11 

711 étant par le n'’. 4 égal à — ; mais clic a pour facteur, 3 — *2 g ~ c, 

qui est à Irès-peii-près égal à 3 — 3m + 3c'm — ^g — cj ainsi elle 
doit cire considérée comme ii’ayant que le diviseur 3 — 3/71 + 3c'm 

— i2g — c, ce qui ne paroît pas suffire pour la rendre sensible. Si le 
terme précédent de l’expression de û résulte du carré de la force 
perturbatrice, c’est-à-dire, de la substitution des termes de r et de 
V y dépendans de cette force ; alors les coordonnées de la lune ren- 
ferineiit les angles rit et en! U Supposons, par exemple, que la partie 

— 2 rit de l’angle — yit dans ce terme de dépende des coordon- 
nées de la lune* 011 a dans ce cas 

dû — é3 — 2m — *ig — c) 

X Hndt,û\\<(int — 37^'^+ icnt — 2 Lgnt — 
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elle terme ia^ffnclt.î\R donne dans rexpression de la longiindc 
de la lune , le suivant , 

3a. ^ 3 — 2 m — ig — ( %nt — 

(l — — J g — cj» ^ 

qui peut devenir sensible par Textrême petitesse de son diviseur. 
Les termes de ce genre sont en très-grand nombre, et il est dilli- 
cile de les déterminer avec exactitude; mais il sufiît d^être averti de 
la possibilité de l’inégalité qui en résulte, pour suivre sous ce point 
de vue , les observations. Cette inégalité doit être appliquée au 
moyen mouvement, et par conséquent à l’anomalie moyenne. 

La théorie indique encore une inégalité dont la période esta très- 
peu-près la même que celle de l’inégalité préctSdente, et qui dépend 
de l’applatissement de la terre. On a vu dans le n®. iq, que Tex- 
pression de Q contient le terme 

or on a par le même n^. 

// HT: 5.C03. A+ v^l 66- sill, A . si / 

de plus on a 

l/i-P-ss 

r=— 

ce qui donne dans Q ou dans — /{, la fonction 

JO» 

A.COS. a /i^. 
a 

Cette fonction produit par son développement, des termes dé))en- 
dans de l’angle 

%fnt^nt^ n! tarent — ügnt — en/+29-f-'2>' — • 

ils sont analogues à ceux que donne la fonction R, relative a l’ac- 
tion du soleil , et qui dépendent de l’angle 

3 le mt — ^gnt — c nt\- 3 9 + '®' — 3 ; 

le coefficient du temps t est à très-peu-près le même dans ces deux 
angles qui, maintenant, vu la position du périgée solaire, diflêrent 
peu de aoo degrés. Tous les termes de R se rapportant ici aux seules 
coordonnées de la lune; si l’on représente par 

X.sin. é ^fni-\rnt^^nt — c'nt — ^g^ii — cn/ + a 9 + 'y— -'zr'J ^ 

Je terme dépendant de l’angle précédent, que donne le développe- 

O O a 
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taent de H; ce terme acquerra dans la différentielle diî, le fac- 
teur (‘xj'+i — m+c'm — Ig — c),nf et par conséquent, il n’aura 
;f)our diviseur, dans la double intégrale ’^a.fJndt.à.R^ que la pre- 
mière puissance , et non le carré de cètte quantité ; l’inégalité cor- 
respondante à ce terme, ne paroît donc pas devoir être sensible. 

Le terme de la forme qui , comme on l’a vu dans le troisième 

livre, peut exister dans l’expression du rayon vecteur du sphé- 
roïde terrestre, peut encore introduire dans l’expression de la lon- 
gitude vraie de la lune, une inégalité dépendante du cosinus de 
"ifnt — ignt — et qui, maintenant se confond à-peu- 

près avec les deux précédentes. ^31 cette inégalité devenoit sensible , 
il en résulteroit de nouvelles lumières sur la figure de la terre^ 
mais quelques calculs que j’ai faits sur cet objet, me portent à croire 
que cette inégalité est insensible , comme la précé<lente. La suite 
des siècles, et de nouveaux progrès dans l’analyse , éclairciront ce 
point délicat et important de la théorie lunaire. 

28. Nous allons maintenant établir par les observations, 
l’existence de l’inégalité dépendante du sinus de l’angle ^nt — ^nt 
n't — ^gnt — + <0 — j-»’. Cet angle est évidemment 

le double de la longitude du nœud de l’orbite lunaire, plus la 
longitude de son périgée, moins ti'ois fois la longitude du périgée du 
.soleil; nous le désignerons par E, et nous allons faire voir que la 
loi des variations de sin.E, est la même que celle des anomalies 
observées dans le moyen mouvement de la lune. 

Les tables lunaires insérées dans la troisième édition de l’Astro- 
nomie de Lalande , supposent que dans l’intervalle de cent années 
juliennes, le mouvement de la lune pai* rapport aux équinoxes, 
surpasse un nombre entier de circonférences, de 3 4a'’,o9f)a9 ; et 
que l’époque de 1750,031 de aog”,ao8so. La correction de l’époque 
de ces tables pour 1691 , a été déterminée par Bouvard etBurg, 
au moyen de plus de deux cents observations de la Hire et de 
Flamstecd ; ils ont trouvé l’un et l’autre cette correction égale 

La correction de l’époque des mêmes tables pour '1756, a été 
déterminée par Mason et Bouvard , au moyen d’un très - grand 
nombre d’observations de Bradley , et ils l’ont ü’ouvée nulle. 
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Ainsi, dans l’intervalle de 1691 à 17 5(1, le mo3'en mouvement de 
la lune à été de i3'',58 plus grand que par ces tables; ce qui donne 
soVj pour l’accroissement du moyen mouvement séculaire des 
mêmes tables. 

Burg a trouvé par un grand nombre d’observations de Maskclinc, 
la correction de l’époque de ces tables , égale à — pour 1766, 
et égale à — a8'',o9 pour 1779. 

Bouvard a trouvé par un grand nombre d’observations do 
Maskelinc, 54", 3 a pour la correction de l’époque de ces tables 
en 178g. 

Enfin , par un nombre considérable d’observations faites à 
Greenvick , à Paris et à Gotha , on trouve — 87',g6 pour la cor- 
rection des époques des mêmes tables en i8oi. 

De-là, il suit que depuis 1756 jusqu’à ce jour, le moyen mou- 
vement de la lune a diminué d’une manière sensible , cl que cette 
diminution est maintenant croissante; car de 1756 à 1779, c’est-à- 
dire, dans un intervalle de vingt-trois ans, ce mouvement a été 
plus petit que par les tables, de a8",09; et de 1779 à 1801 , c’est-à- 
dire, en vingt-deux ans, il a été plus petit de 59",g7. L’époque do 
1756, comparée à celle de 1779 , donne ia6" pour la diminution 
du mouvement séculaire des tables , tandis que l’époque de 1756 à 
ï8oi , donne 17a", 5 pour cette diraiiiution. L’ensemble des obser- 
vations indique donc évidemment ces trois résultats; un mou- 
vement moyen plus grand que celui de ces tables, depuis 1691 
jusqu’en 1756; a”, un mouvement moyen plus petit, depuis 1756 
jusqu’à ce jour ; 3®. une diminution de plus en plus rapide. 

Ces résultats sont conformes à la marche de l’inégalité précé- 
dente ; car à l’époque de 1691 , le sinus de E étoit négatif; il étoit 
positif en 1756 ; cette inégalité a donc augmenté dans cet inter- 
valle, le moyen mouvement de la lune. En 1756, ce sinus étoit 
positif et vers son maximum , et depuis cette époque, il a toujours 
été en diminuant ; l’inégalité a donc diminué le moyen mouve- 
ment de la lune. Enfin ce sinus étoit presque nui en i8oj , et alors 
sa diminution est la plus grande ; la diminution du moyen mou- 
vement a dû par conséquent être plus considérable dans ces der- 
nières années. 
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Déterminons présentement le coefficient de cette inégalité. Il est 
visible qu’elle doit produire un changement, soit dans l’époque 
des tables pour *750 , soit dans le moyen mouvement séculaire 
de ces tables. Nommons t la correction de l’époque des tables en 
1750 ; a? la diminution de leur moyen mouvement séculaire , et y 
le coefficient de l’inégalité précédente. La formule de correction 
des époques des tables , sera en nommant i le nombre des siècles 
écoulés depuis 17^0 , 

t — X. i+y.sin.E. 

Pour déterminer les trois inconnues t , x et y , j’ai comparé 
cette formule aux trois époques de 1691, 1756 et i8oi , détermi- 
nées par les observations j ce qui m’a donné les trois équations 
suivantes , 

e + x.0,59 — y. 0, 63660 = — 13", 58 J 
t ' — X . 0,06 4 - y • 0^99898 = O 3 
* — «.0,51 +7.0,08199 = — 87", 96. 

Ces trois équations donnent 

. = ~4i",54; 

X — — 98 ", 6 î 4 i 
y = 47", 51. 

Au moyen de ces valeurs , on trouve — 13", 58; +o''',oo; — ïi'', 64 ; 
— 35 V3 ; — 57">62 , et — 87”, 96 , pour les corrections des six 
époques de 1691 , 1756, 1766, 1779, 1789 et 1801. La somme de 
ces six corrections est — 20 5 ",83; et la somme des six corrections 
déterminées par les observations , est — 193", 21 ; l’ensemble de ces 
corrections indique par conséquent qu’il faut augmenter de + 2", 1 o, 
la valeur précédente de « , et alors la formule de correction des 
tables devient 

— 39\'i4: — 98", 654.1 + 47",5i.sin. E. 

Ln calculant par cette formule, les corrections pour les six épo- 
ques 3 on a 

Oorreclions des labiés par Corrections par la Excès de cescorrect. 


les olwervalions. formule. sur les premières. 

1691. ... — 13^,58 _ II", 48 + a", 103 

1756. . . . + o'',oo + 2",îo -t- a",i0 3 
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Correclioas dos tables par 

Correclioiis par la 

Excès do ces correc t. 

les observations. 

formule. 

sur les premières* 

1766. ... — 9”)26. I 

9", 5^* 

- 0^8 J 

177 Ü- . . • — 28'', 09. . 

• ••••— 32", 93 

-4", 84 ; 

1789. ... — 54", 31. . 

• • • • — 53".52 

— i",20; 

1801. ... — 87", 9Ç. . 

.... — 85",86. . . . . 

. + a", 10. 


Les ditFercnces entre les résultats des observations et ceux de la 
formule, sont dans les limites des erreurs dont ces derniers résul- 
tats sont suseeptibles : elles peuvent dépendre en partie de la for- 
mule elle-mcrne que Ton rectifiera par de nouvelles observation^. 
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CHAPITRE VI. 


Des variations séculaires des mouvemens de la lune et de la 
terre , qui peuvent être produites par la résistance d’un 
fluide éthéré répandu autour du soleil. 


29. Il est possible qu’il y ait autour du soleil, un fluide extrê- 
mement rare qui altère les moyens mouvemens des planètes et 
des satellites j il est donc intéressant de connoître son influence 
sur les mouvemens de la lune et de la terre. Pour la déterminer, 
nommons x , y , ^ , les coordonnées de la lune , rapportées au 
centre de gravité de la terre; et ar', y', z', celles de la terre, rappor- 
tées au centre du soleil. La vitesse absolue de la lune autour du 
soleil , sera 

)/(dx'+ dx}‘ + Cdy+ dy;» 4. {dz'-i- dzj^ 
dt 

Supposons la résistance que la lune éprouve, égale au carré de celte 
vitesse, multiplié par un coéfiieient Xqui dépend de la densité de 
l’éther, de la surface et de la densité de la luue. En la décomposant 
parallèlement aux axes des ar, des y et des z; elle produit les trois 
forces suivantes , 


K.(d^-\.dx) 

dt^ 

K(dy'+dy) 

dl^ 


(dx Jrdx)^ +(( 1 ^' -i-dyp +(dz' -^-dz/y 
• \/ (dx' -t-cfz/ +(dy-i-dy)* + (dz -^-dz)' ‘y 


K.(dz'+dz) / - 

-y (dx'-i-dxy +(dy-\-dyP + (dz'+dz/. 


Mais la terre étant supposée immobile, dans la théorie lunaire ; il 
faut transporter en sens contraire à la lune, la résistance qu’elle 
éprouve , et qui décomposée parallèlement aux mêmes axes, donne 
les trois forces 
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^ + dy' + dz'^ \ 


dt 


''^’V dx'^ ■\-dy‘ +dz^', 


dt* 

dz 


étant un coefficient différent de jST, et qui dépend de la résis- 
tance éprouvée par la terre. Ayant donc représenté par 

( dQ\ /dQ\ ... ^ 

—y et 9 forces qui sollicitent la lune parallèlement aux 

axes des x , des y et des z y on aura en n’ayant égard qu’aux 
forces précédentes , 

(ë') = K'.^.[/dx'^+dy^+dz'’‘ 

— V (dx' + dx)'-\-(dy+dyy-{-(dz+dzy\ 

(f)= K'.'‘yy'dx-+dy‘+dz'- 

—• K. ^ ( dx' + dx)'"+(dy ’^dj)^+(dz +dzy j 

(ï) = K'.'‘yv'dx'- + dy-^dz- 

— . V(dx' + dxr +(dy^ <fyr + (dz +dz)\ 

Maintenant on a , en ne faisant varier que les coordonnées de la 
lune, 

. COS. V sin. VS. 

Eu substituant pour x^ y ^ Zy leurs valeurs — — , , -, don- 

nées dans le n°. 2 j on aura 

rfQ = - 


Æ /dQ\ 

y’ 
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en comparant ces deux valeurs de dQ, on aura 

(1 ) = - +‘“-‘''(^)+‘-(f)}’ 

(x) = - 

\ ^/^ / U \dz, J 
d’où Ton tire , 

- (x) - ;'(x) = IF- *'■(?)}• 

On a par le n®, î2, 




cos. V 


^ =75 


v' étant ici la longitude de la terre vue du soleiL Si l’on prend 
pour plan fixe, celui de récliplique en 1750; on pourra supposer 
s~o^ Représentons par rdy\ le petit arc décrit par la terre dans 
l’insfant dt^ et qui est égal à V^dx'"-j-djr'''-i-dz''' cet arc est à celui 
que la lune décrit par sou mouvement relatif autour de la terre, à 

Irès-peu-près dans le rapport de à l’unilé , et par conséquent , 

(t 

trente fois au moins plus considérable : on a donc à fort peu-près , 


v' (clx' + dx/‘‘+(dy + dy)^ + (dz’ + dz)’^ = rdq'-\- ~^'^ + 

rdq r dq' 

Si l’on néglif'e l’excentricité de l’orbe terrestre , on a dq — mdt, 
le temps t étant représenté par le moyen mouvement de la lune. 
On a ensuite , 

(I d _ . , dy , 

r'(ki' ’ 7dq' ~ ^ • 


et par conséquent, 


(dx'+dx)''+ C dy+dj^)^ + C dz +dz)^— ma'rf/*— rfxsin.v'+c/y.cos.f^'. 
Dc-là, il est facile de conclure 
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(K—K').m'.ûn.v' ■iK.m dx Km dx , Km dy 

au' ' dt"^ dt 

—K).jn'.cos.i/ -iK.m'dy Km dx , Km dy 

2 U 


209 


+— -7. Trsin.ap' ^.-^.cos. 2/: 

au' dt ’ 


/ggv Km ^ 

\ dji y u' dt' 


dt 2 u''dt 


et par consé(iuent , en substituant pour ’x et y leurs valeurs , et 
négligeant le carré de l’excentricité de l’orbe lunaire , 


— _ 1 (^\ — (£: 

\du) u’\ds) 


.sîn.fv — v’ ) *^Km.dii 


.u^ au^.u' 

Km du , Km du , 

.Sin.(2(^ OLi^ ) 2 — COS, (2if^2V 


/dQ\ du 

J ' 


a . U dt 
(K' ^K).m^.du 


2 U^.U* dt 

. ■sKm dif 

.COS. (i^ V ) 

^ ^ 2 U'.U^ dt 


Km , du ^ Km ^ du , . . r .. 

— '.di^.-:-.COS.(2i^ 2P )-\ ; — ^.di^.— .sm.(2p 2P > 

2 U .u^ dt 2 U .u^ dt 

fdQ\ du (K'—K),m^ du , jKm du 

( -, )• — r = ^ . — .COS. — P ) l—T-T 

\du J u^du U * . du 2u .u^ du 


Km du 


a U . du 


.COS. — 2P'^. 


La valeur de K ii’cst pas constante : si l’on suppose la densilé de 
l’éther, proportionnelle à une fonction de la distance au soleil; en 
désignant par ^(u) cette fonction, elle sera relativement à la 

f , 

lune pour laquelle u' devient u — —.cos.(v — 

u'* 

<P (u) ip(u ') . cos. (v v') 1 


p(u) étant la différentielle de (p(u)^ divisée par du' } ainsi, l’on 
pourra supposer 

K^H.(p(u') — ^'(u') . cos. (v — v'). 

Cela posé , si l’on néglige les quantités périodiques autres que les 
sinus et cosinus de a/ — -a-, on aura 


(?-)■- = 
\du J u* 


II. m*du 




. 2 --—,p(u).dv.—. 
2U .U+ dt 

Pp a 


2 
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En substituant {i + ^.cos.('cp>— »;}pour w, et dv.{\-’xe.cos,(cv-'’f)} 
pour dt ; on aura 

/G!)-? = 

+ H m.a^. — 2 m.if'(u)^ .e.sin.Cct» — 'sr^. 

On aura ensuite 

/<iÇ\ du Hm 3 f i.(p('u'; , 1 

"■ “•" ■ ( — Tn.ip(u)ye.sin.(cu — '^). 

Soit donc 

<t= 

C — H.m.a^.^-^~ — (u')^- 

il faudra ajouter au second membre de la seconde des < 5 quations (Z) 
du 11°. 1 , et par conséquent au second membre de l’équation (Z.') 
du II". 9 , la fonction 

uv e , 

— — 1 - C. — .sin. Ccu — 'ST ). 
a. a ^ 


La valeur de - sera ainsi par le n". lo , augmentée de la quantité 

t* V 

— 5 et conséquemment la valeur de a sera diminuée de on 

aura ensuite à très-peu-près , par le même y 


— ü.d 


e 


ce qui donne 


— — 5 = o: 

ay a, * 


e 

- = constante • { i + î j 


et par conséquent , 

û = constante. { i — C» î 
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Le rapport de l’excentricité au demi-grand axe , est donc assujctlL 
par la résistance de l’étlier , à une équation séculaire; mais elle 
esLinsensiblepar rapport à l’accélération correspondante du moyen 
mouvement de la lune, parce que cette dernière accélération est , 
comme on va le voir, multipliée par le carré de c. Cette résis- 
tance ne produit aucune équation séculaire dans le mouvement 
du périgée. 

L’expression de dt du n^ 15^ donne dans l’expression de £, 
la fonction 

— etc'' + (^5 ce — C ^ .c.e.sin. (cv — J. 

Kn substituant au lieu de 2e.sin. (et — ^ on aura dans 

l’expression de p , réqiiation séculaire , 

(^lA ^^.^.C.sill. (et îtL 

La résistance de l’éther produit donc dans le mo3'^cn mouvement 
de la lune, une équation séculaire qui accélère ce moyen mouve- 
ment, sans en produire aucune sur le mouvement du périgée. 

Ou s’assurera de la meme manière, que la résistance de l’cthcr 
ne produit aucune équation séculaire sensible, ni dans le mouve- 
ment des nœuds, ni dans l’inclinaison de l’orbite lunaire à l’éclip- 
tique* 

De-là il suit que la résistance de l’étlier ne peut être sensible 
que dans le moyen mouvement de la lune. Les observations an- 
ciennes et modernes prouvent évidemment que les moj^ens mou- 
vernens de son périgée et de scs nœuds , sont assujettis à des équa- 
tions séculaires très- sensibles. Le mouvement séculaire du périgée 
conclu par la comparaison des observations anciennes et modernes , 
est plus petit de quinze à seize minutes , que celui qui résulte; de la 
comparaison des observations faites depuis un siècle; ce phéno- 
mène incontestable indique donc une autre cause que la résistance 
de l’éther. On a vu précédemment qu’il dépend de la variation de 
l’excentricité de l’orbe terrestre ; et comme les équations sécu- 
laires résultantes de cette variation satisfont exactement à ren- 
semble de toutes les observations anciennes et modernes, on doit 
en conclure que l’accélération produite par la résistance d’un 
fluide élhéré, dans le moyen mouvement de la luiiC; est jusqu’à 
présent insensible. 
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L’accélération produite par cette résistance dans le moyen 
mouvement de la terre, est beaucoup plus petite que l’accélération 
correspondante du moyen mouvement de la lune. Pour le faire 
voir , reprenons la formule ( T") du n^. 46 du second livre. Cette 
formule appliquée à la terre, donne dans l’expression de le 
terme 

S étant la masse du soleil , la somme des masses de la terre et de la 
lune élant prise pour unité ; Q' correspondant pour la terre , à ce 
que nous avons désigné par Q, pour la lune ; et la caraclérislique 
différenlicllc d' se rapportant aux coordonnées du soleil. On a 


( —V T— ^ et étant les forces dont la terre est animée 

ax-y’ \dy J \dz'J 

parallèlement aux axes des x\ des jr' et des z', en vertu de la résis- 
tance de l’éther. Ces forces sont par le n". précédent , en négligeant 
l’excentricité de l’orbe terrestre, et en représentant l’élément dt du 
temps, par la différentielle du moyen mouvement lunaire, 

cU' 

— K’ -a' .m'^ .cos.y } — K' 

en négligeant donc le carre de — , on aura 

d'Q' — — K.a'\m\dti 

ce qui donne 


,ffdu'.d'<^ = { 


— 3a 


K' doit être supposé égala H'.9(u')y H' étant une constante 
dépendante de la surface et de la masse de la terrej ainsi l’équation 
séculaire produite par la résistance de l’éllier, dans le moyen mou- 
vement de la terre , est 


S 
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L’accélération correspondante du moyen mouvement de la lune, 
est par ce qui précède, 

>a' .m^ . {"i-ipCu*) — 

a •* 

5 q 3 

De plus, on a ; l’accélération du moyen mouvement de 

la lune , est donc à l’accélération correspondante du moyen mou- 
vement de la terre , comme l’unité est à 

a H' (u') 

H^tji 

et conséquemment, comme l’unité est à f*“^j négligeant lo 

terme y.(p'(u'). Il est facile de voir que 

a 


H' niasse de la lune, carré de la parallaxe lunaire. 

H masse de la terre, carré du demi-diamètre apparent^de la lune. 

Les observations donnent 


demi-diamètre apparent de la lune = 291 
parallaxe lunaire = 10661^^^ 


et par le n®, 44 du sixième livre 4 la masse de la lune est - de 

6d,5 

celle de la terre 5 on aura ainsi , 


H' 

— = 0,195804; 


d’où il suit que l’accélération du moyen mouvement de la terre, 
produite par la résistance de l’éther , est égale à l’accélération cor- 
respondante du moyen mouvement de la lune , multipliée par 
0,0097642 , ou environ cent fois plus petite que cette accélé- 
ration. 


FIN nu TOME TROISIEME. 



ERRATA. 

Page 42, ligne 6, au lieu de o'V^ ; lisez aVZ’. 

Page 6 i , ligne q, au lieu de 771' = : lisez 771'=—-^ — . 

^ > to U? 383137 3831^0 

(0 .CO 

Page 71, dernière lig., au lieudeZ» 0,6732632151 ; lis, h 0,6732631 5. 


Page 85,ligne4,aulieude-j^ =3,377102*, /wez 3,377102; 

Page 88 , ligne 9, au lieu de ('i ~ *, ( 1 

Page 89, ligne dernière, au lieu de -j- o", 020413 /fsez +o", 03 o 4 i 3 

Page 96 , ligne 2 , au lieu de au-dessous ; lisez au-dessus. 

Page 121 , première ligne , au lieu de siu. 2 ( n}''t -{• lisez 

sin. ( li^H — — t"''). 

Page 122, ligne 18 ; changez zr en 

Page T33 , ligne 7 , à compter d’en bas, au lieu de lisez 
Page 141 , ligne 4, au lieu de K' ; lisez e^’K*. 

Page 143 , ligne 8, au lieu de y. j lisez . 

t t 

Page 146, ligne 6, avant ces mots, I4 dernière de ces inégalités; ajoutez la 
première de ces inégalités doit être appliquée au moyen mouvement de la 
planète , à cause de la longueur de sa période. 

Page IS») , ligne 3 , au lieu de (0,1); lisez (1,0). 

Page 158, ligne 3 çt ligne 7 , au lieu de 26®, 0776 ; lisez 36^,0796. 

Page 181 , ligne 10 a compter d en bas, au lieu do — ; Usez — 

Page 198 , ligne 9 , au lieu de sg-t^ + 31/ -^^-2771 — 2 é-, Usez sgv' + 2v/~smp— sP. 

, 27 n — 2 g 34 - 3 m — 3 g 

Page 211, ligne 2 , au Uea de -| ; lisez . 

, 3. fl — m) 

Jbid. ligne 7 , au heu do -1 ; Usez H . 

Page 225 , ligne 7, au lieu de •— lisez — 2Ay'>. 

J*agc 364, ligne 16, au Heu de 1 — {tti®— fi — th/.v; lisez 



SUPPLÉMENT 

AU TRAITÉ 

DE MÉCANIQUE CÉLESTE; 

Présenié au Bureau des Longitudes ^ le ly Août 1808. 

M ON objet, dans ce Supple'ment, est de perfectionner la théorie 
des perturbations planétaires , que j’ai présentée dans les second 
et sixième Livres de mon Traité de Mécanique Céleste. En cher- 
chant à donner aux expressions des élémens des orbites, la forme 
la plus simple dont elles sont susceptibles ; je suis parvenu à ne 
les faire dépendre que des différences partielles d’une même fonc- 
tion, prises par rapport à ces élémens; et ce qui est remarquable, 
les coefficiens de ces différences, ne sont fonctions que des élé- 
meus eux-mêmes. Ces élémens sont les six arbitraires des trois 
équations différentielles du second orda’e, qui déterminent le mou- 
vement de chaque planète. En regardant son orbite , comme une 
ellipse variable à chaque instant; ils sont représentés, i°, par le 
demi-grand axe , dont dépend le moyen mouvement de la pla- 
nète ; 2 *. par l’époque de la longitude moyenne ; 5®. par l’excen- 
tricité de Torbite ; 4"’- longitude du périhélie ; 5®. par l’in- 

clinaison de l’orbite à un plan fixe; 6®. enfin, par la longitude de 
«es nœuds. M. Lagrange a donné depuis long-temps, à l’expression 
différentielle du grand axe, la forme dont je viens de parler; et 
il en a conclu d’une manière très-heureuse ^ l’invariabilité des 
moyens mouvemens, lorsque l’on n’a égard qu’à la première puis- 
sance des masses perturbatrices ; invariabilité que j’ai reconnue le 
premier, en ne rejetant que les quatrièmes puissances des exceu- 
SUPPL. Au in* VOLUME* A 
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tricîte^ et de» inclinaisons, ce qui suffit aux besoins de FAstronomie* 
J’ai donne dans le second Livre de la Mécanique Céleste , la même 
forme, aux expressions difïérenticlles de l’excentricité de l’orbite, 
de son inclinaison et de la longitude de ses nœuds. Il ne restait 
donc qua donner la meme forme, aux expressions différentielles 
des longitudes de l’époque et du périhélie ; c’est ce que je fais ici. 

IjC principal avantage de cette forme des expressions différen- 
tielles des élémeiis, est de donner leurs variations finies, par le dé- 
veloppement seul de la fonction que j’ai nommée jR dans le second 
Livre de la Mécanique Céleste. En réduisant cette fonction , dans 
une série de cosinus d’angles croissans proportionnellement au 
temps; on obtient parla différentiation de chaque terme, les termes 
correspondans des variations des élémens. Je m’étais attaché à rem- 
plir celte condition, dans le second Livre de la Mécanique Céleste; 
mais on y satisfait d’une manière encore plus générale et plus simple, 
au moyen des nouvelles expressions de ces variations. Elles ont de 
plus l’avantage de mettre en évidence, le beau théorème auquel 
M. Poisson est parvenu sur l’invariabilité des moyens mouvemens, 
en ayant égard au carré des masses perturbatrices. Dans le sixième 
Livre de la Mécanique Céleste, j’ai prouvé au moyen d’expressions 
analogues, que cette uniformité n’est point altérée parles grandes 
inégalités de Jupiter et de Saturne; ce qui était d’autant plus impor- 
tant, que j’ai fait voir dans le même Livre, que ces grandes inéga- 
lités ont une influence considérable sur les variations séculaires des 
orbites de ces deux planètes. La substitution des nouvelles expres- 
sions dont je viens de parler, montre que Funifornilté des moyens 
mouvemens planétaires n’est troublée par aucune autre inégalité 
périodique ou séculaire. Ces expressions me conduisent encore à 
la solution la plus générale et la plus simple des variations sécu- 
laires des élémens des orbes planétaires. Enfin elles donnent avec 
une extrême facilité, les deux inégalités du mouvement lunaire en 
longitude et en latitude, qui dépendent de l’aplatissement de la 
terre , et que j’ai déterminées dans le second chapitre du septième 
Livre. Cette confirmation des résultats auxquels je suis parvenu sur 
cet objet, me paraît intéressante, en ce que leur comparaison avec les 
observations donne l’ellipticité de la terre , d’une manière au moins 
aussi précise, que les mesures directes avec lesquelles ils sont aussi 
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bien d’accord qu’il est possible de l’espérer, vu les irrégularités de 
la surface de la terre. 

Dans la théorie des deux grandes inégalités de Jupiter et de 
Saturne, que j’ai donnée dans le Livre VU, j ai eu égard aux cin- 
quièmes puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites. 
M. Burckhardt avait calculé les termes dépendans de ces puis- 
sances. Mais j’ai reconnu depuis , que l’inégalité résultante de 
ces termes , avait été prise avec un signe contraire. Je rectifie 
donc à la fin de ces recherches, les formules des mouvemens de 
Jupiter et de Saturne, que j’ai présentées dans le chapitre VIII 
du dixième Livre. Il en résulte un léger changement dans les 
moyens mouvemens et les époques de ces deux planètes ; et ce 
changement satisfait à l’observation qu’Ebn-Junis fil au C.airc en 
l’an lOO'j y de leur conjonction mutuelle , observation qui ne s écarte 
plus des formules, que d’une quantité beaucoup moindre que 
l’erreur dont elle est susceptible. Les observations anciennes citées 
par Ptolémée, sont également représentées par mes formules. Cet 
accord prouve que les moyens mouvemens des deux plus grosses 
planètes du système solaire, sont maintenant bien connus, et n’ont 
point éprouvé depuis Hipparque , d’altération sensible : il garantit 
pour long-temps, l’exactitude des Tables que M. Bouvard a cons- 
truites d’après ma Théorie, et que le Bureau des I.ongiludcs vient 
de publier. 

Dans la même séance où j’ai présenté ces recherches au Bureau 
des Longitudes, M. Lagrange lui a pareillement communiqué de 
savantes recherches qui ont rapport à leur objet. Il y parvient par 
une analyse très-élégante , à exprimer la différence partielle de R, 
prise par rapport à chaque élément , par une fonction linéaire des 
différences infiniment petites de ces élémens , et dans laquelle les 
coefficiens de ces différences ne sont fonctions que des élémens 
eux-mêmes. En déterminant au moyen de ces expressions, les 
différences de chaque élément ; on doit après les réductions con- 
venables, retrouver les expressions très-simples auxquelles je suis 
parvenu, et qui tirées de méthodes aussi différentes, seront par là, 
confirmées. 

1. Jereprends l’expression de eÉ?e, donnée dans le n’67 du second 



4 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

Livre Ju Traite' de Me'canique Céleste. En faisant pour simplifier, 
= I , elle devient 

cde — andt . V^i — a* . — ^*(1 — e^).àR. 


Dans cette équation, t est le temps; nt est le moyen mouvement 
de la planète a est le demi-grand axe de son orbite; a en est 
rexcentricitè ; c est la longitude vraie de la planète ; R est une 
fonction des coordonne'es des deux planètes m et ni ^ telle qu’eu 
nommant x, j, z; x\ f y z\ ces coordonne'es; on a 


Z? / +yy + Tn 

— ^ y 

P étant la distance mutuelle des deux planètes, et par conse'quent 
étant égal à \/(x' — xy -|- ( y~J') (z'—z) ^ ; / est le rayon vec- 
teur de la planète r étant celui de la planète m ; enfin la caracté- 
ristique différentielle d se rapporte aux seules coordonnées de la 
planète ?7i. 

J’observe que l’on a en dlffércntiant par rapport à ni y 

l’expression de R développée en série d’angles proportionnels au 
temps t y en la divisant par îidty et eu ajoutant a cette différentielle 

ainsi divisée, la différence partielle ^ étant la longitude 

du périhélie de l’orbite de m. En effet, on ne doit point dans la 
difiérencc partielle de R y prise par rapport à c, avoir égard a l’angle 
77ty qu’introduit dans iî, soit le rayon vecteur r de la planète /w , 
soit la partie périodique de rexpression elliptique de c, développe'^e 
en série de sinus d’angles proportionnels au temps ; or dans ces fonc- 
tions, l’angle nt est toujours accompagné de l’angle — ^ qui n’est 
introduit dans R que de cette manière; en ajoutant donc à la diffé- 
rence partielle la différence partielle Ç^^y on aura la valeur 

( du \ 

L’expression précédente de ede^ donnera ainsi 


g. V^i — I 


de = 


(i — V7ir7).dü4 




On a ensuite par le n® 5 du Livre IX de la Mécanique Céleste^ 

de . sin . w . (2 — e* — e . cos. u) ^ 






1 
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U est ici ranomalle de l’excentrique, et e est la longitude de 
l’époque. On peut mettre le second membre de l’équation précé- 
dente , sous cette forme : 

—dv. \/ 1 — e*+ — ■ (acos.a— e— e . cos^.k)— ^ ^ ( 3_e«_e .cos.u). 

t/i— e‘ 1 — e ■' 

L’anomalie u de l’excentrique est donnée en foiiclion de l’anomalie 
vraie e — 'sr , au moyen des équations 


d’où l’on tire 


a.(i — e*) , 

r+e cos. ; 


cos. 


sm. U = 


par conséquent 

cfîor 


i -f- ^ • cos. (_v-— 
y/ 1 ■— e^.sin. (j/— r rg) 
i 4-e.cos. {y — -tr) ^ 


y/ 1 — e 


.(2.COS.U 0 — ecos*.«) — ^^Slîf.( 2 — e* — c cos.u) 


^ ^ {l+C.COS.(t/ 

* /7 TT f 2 + e . C09. (v — aST) 1 7 • ✓ x 

— V(i — ) • f — ; “t r^.</e.sin. (f — •for). 

\ J -f-e . cos. (i' — -ar) j* ' ' 

Substituant pour edm et Je , leurs valeurs données à la fin de la 
page 546 du second volume de la Mécanique Céleste; le second 
membre de cette équation se réduit à 

et comme on a = devient 

l’expression précédente de Je — Jct, donne ainsi cette équation 
fort simple que M. Poisson a trouvée le premier , 

di = J<3!r.(i ■— \/i — e*) “f- 

Si l’on rapporte , comme on l’a fait dans le second Livre de 
la Mécanique Céleste , le mouvement de la planète m, à celui de sob 
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orbite primitive, et que l’on fasse, comme dans le même ouvrage, 
^ = tang. <p.sin. G; y = tang. «p.cos.G, 

<p étant l’inclinaison de l’orbite , et G étant la longitude de son uœud 
ascendant; on aura par le n* 71 du second Livre, 

dt ^ dR ' 

— c“) \dq 
dt / dR \ 


dp 
dq ; 




V/o.(i— 6=*) ' \ <ip /' 

Maintenant, on a parle n® 44 du second Livre, 

+ O • •> 

de plus , on a par le n* 64 du même Livre , 

da =: — . diî ; 

parce que langle ni est toujours accompagné de 

Fanglc + 6 ; en substituant donc au lieu de da^ de ^ dé y dp et cUj 
leurs valeurs précédentes ; on aura cette équation très-simple , 

ce qui donne 

En réunissant ces diverses équations, on aura en observant que 


da'=. — (i) 

aiidt . v/ 1 — 


dft3r= ' 

dp = - 


a, \/ 1 — e 


.0 


andt .\/i — e* f dR \ 
andt / dR \ 


.(,_V/i — e*) (2) 

( 3 ) 

( 4 ) 


' \dq J " 
andt / dR ' 


V/i— e" ‘ 




( 5 ) 

( 6 ) 
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On peut substituer dans ces équations, au lieu de dR, ndt.(^^^ , et 

parla, réduire les expressions précédentes, a ne renfei’mer qvie des 
différences partielles des clénaens ; mais il est aussi simple de con- 
server la différentielle dR. 

Dans le mouvement considéré comme elliptique, on doit rigou- 
reusement substituer fndt , au lieu de nt ; or /i = a ; on a donc 
on nommant ^ le moyen mouvement de la planète w. 


^ = fndt = 3 .ffandt . dR. (7) 

2, Ces équations mettent en évidence le résultat auquel M. Poisson 
est parvenu, sur rinvariabilité des moyens mouvemens planétaires, 
en ayant meme égard au carré de la force perturbatrice. En dési- 
gnant par la caractéi'is tique cT les variations finies; on aura eu ne 
faisant varier dans /?, que ce qui est relatif à la planète m, et en 

observantque = 




En substituant pour cTc, cT^, etc., les intégrales des valeurs 
précédentes de day de y d^ y etc.; on aura , 


(f)} 

Pour avoir la valeur de d. {d'il— — , donnée par celle 


équation ; il faut différentier par rapport aux seules quantités 
relatives à la planète m. Pour avoir la diflerentielle relative aux 
élémens de cette planète, il suffit de supprimer les signes/, qui 
ifont été introduits que par les intégrales des valeurs différentielles 
de ces elémens , et alors cétte expression devient identiquemeiil 
nulle; il suffit donc pour avoijs.ila diflerantiôlle. d de la fonction 
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«Tiî — {fndi) , de diffe'rentier par rapport à ni, les quantités 

hors du signe /l L’expression de -cette fonction est compose'e de 
termes de la forme M.fNdt — N .fMdt; M ei N pouvant se dé- 
velopper en cosinus delà forme k. cos. (i'n't — et 
! étant des nombres quelconques entiers , positifs ou négatifs. 
Supposons que le cosinus précédent appartienne à M , et que 
h' . cos. ( inl — int + A' ) soit le terme correspondant de N. Il faut 
combiner ces deux termes ensemble , pour avoir des quantités non 
périodiques dans à. . {M .fNdt — NfMdt); cette fonction devient 
alors 

k . indl.sm. {int ) .flidt, cos. (^iri'l — int^A') 

^k\ indt.sm. int^^A^ ).fkdt . cos. uii^A)^ 

fonction qui, en effectuant les intégrations , se réduit à zéro; ce qui 
est conforme à ce que j’ai démontré dans le 12 du sixième 
Livre, relativement aux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne. 

L’expression de d. | cTJî — • (i'.fndt^ est donc une fonction pério- 

dique. 

L’expression de d . , ne renferme que des quantités 

périodiques ; car on a 

Substituant pour S'il, sa valeur ’^fan.àJR, on aura 

a , g . S.fndt] = Zan . .ffAR . dt + Zan .^^.dt .fàR. 

On peut réunir dans un seul terme, tous ceux du développement 
de JR, qui dépendent d’un même angle int<-~-int, et il devient de 
la forme k. cos. (i'n't — ini-f-A)- En le substituant pour R dans les 

fonctions et ^./dR, on voit quelles se réduisent 

à des sinus du double 4e l’angle l'n'i — inl-\-A-, ainsi la différen- 
tielle d(^^.S.fndt^ ,nc renferme que des quantités périodiques; 
d’où il suit que à. SR ne rehferme pareillement que des quantités 
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périodiques, lorsque Ton ne fait varier dans S'il y que les quantités 
relatives à la planète m. 

Pour avoir la valeur complète de d.cTiî, il faut encore faire 
varier dans cfiî, ce qui est relatif à la planète m , Pour cela, nom- 
mons R ce que devient R relativement à la planète m troublée 
par ractiou de ?n ; on aura 

2^/ ni . +yy' + ^^0 ^ . 

ainsi + 


La variation de R relative aux variations de ce qui se rapporte a la 
planète /;/, est donc égale à la variation du second membre de cette 
équation^ relative aux variations des coordonnées de ///. Désignons 
par J' les variations qui se rapportent à ces coordonnées. On voit 
évidemment par l’analyse précédente , que 


se décompose en termes de la forme M.fNdt — N ,fMdt, Pour 
avoir leur différentielle par rapport a la caractéristique d; il faut 
ne faire varier que les quantités hors du signe intégral ; parce que 
les quantités enveloppées par le signe intégral , sont relatives aux 
éléniens de la planète m'. Soit donc / . cos. (iV/ — , uii 

terme de il/, et A'.cos. le terme correspondant 

de iV ; il faut combiner ces termes ensemble, pour avoir des quan- 
tités non périodiques dans A.(^M,fNdt — N.fMdt); et alors il est facile 
de voir que cette fonction différentielle n’en renferme point. Ou 

s’assurera facilement que d' n’en contient aucune. 


par le même raisonnement qui nous a fait voir que d. 




ne renferme que des quantités périodiques; ainsi d.J'ii', ne con- 
tient que des quantités semblables. 

Il nous reste à considérer la variation de (xo:' +/T + ) 




Nommons P 


celte fonction. On a par le 11° 46 du se- 


cond Livre , 


JyiJC m' ddx mmf x m' ^dR\ 

ir ’ \dxj ^ 

SUPPL. AU m* VOLUME. B 
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M étant la masse du soleil. On a pareillement 

mx m' ddx' rrî' od m' /dR'\ 

3? • Id ~W \d7)’ 


Les coordonnées J-, s, j'', z' fournissent des équations semblables, 
et il est facile d’en conclure 



d (^x'dx — xdx' y' dy — ydy' -f- z'dz — zdz) 

dt~ 


■f" Q> 


Q étant une fonction en Jc,j, z, Tc,y, z' , de l’ordre du cai’ré des 
masses m et m'. Il est clair que la variation 

771 d.y { x' dx — xd.v -f- ydy — ydy -f- z^dz — zdz^ ) 

M' ^ 


étant une différence exacte; on aura /dcT'P, en y changeant la 
caractéristique ^ eu d; et alors il est visible qu’elle ne renferme dans 
l’ordre r?iy que des quantités périodiques. 

I-.e terme Q donnera dans /c\P celui-ci /àQ. En n’ayant égard 
qu’aux quantités de l’ordre dans dÇ , il suflit de substituer dans 
Qy au lieu des coordonnées , leurs valeurs elliptiques , et alors fàQ 
ne contient que des quantités périodiques. Ainsi /cl. cPP ne renferme 
que de semblables quantités. II suit de là que /cl.cPR ne contient dans 
l’ordre m\ que des quantités périodiques, en faisant varier dans lî^ 
les coordonnées des deux planètes in et 7n. 

S’il y a une troisième planète rri* ; elle ajoute à P la fonction 

mf ' . ( xx^' yy " + zz' ) ni" 

P étant la distance de a m, La partie de R , relative à l’action 
de 7?i sur ifi , reçoit alors une variation dépendante de l’action 
de m" sur m'. Cette partie de R est 

ni . ( xx' +yy' + zz'") m! 

1 ^ 7 " 

la variation des coordonnées y , z' par Faction de y y produit 
des termes multipliés par ni ni , et qui sont fonctions des coor- 
données elliptiques Xyj y z, et des angles nt et rî't. Mais ces angles 
devant disparaître dans la partie non périodique de d/f, et ne pouvant 
être détruits par l’angle nty qu’introduisent les valeui’S de Xyj y z; 
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îl faut n’avoîr égard , dans le développement de la variation de R , 
quaux termes indépendans de rit et de ri't. Ces termes seront de 
la forme iriiiiX ^ X étant fonction des coordonnées de la planète 
m; ils introduisent dans /d/î, des termes de la forme innifiiiX^ 
ou 77 i'nî'X y qui ne peuvent donner que des quantités non pério-* 
diques de l’ordre riim^ y quantités que nous avons négligées dans /HZ?. 

Pareillement, la variation des coordonnées Xyj y Zy par Taction 
de y ne peut introduire dans la partie précédente de /?, que les 
angles nt et ri t'y il ne faut donc considérer dans cette partie, que 
les termes indépendans de iity et par conséquent de la forme ininXy 
X étant fonction des seules coordonnées Xyjy z; ce qui, comme 
on vient de le voir, ne peut produire que des quantités négligibles. 
Ainsi , en n’ayant égard qu’aux quantités non périodiques de l’ordre m , 
dans fdRy on peut supposer que 7 ?/ est nul, lorsque l’on considère 
la partie de Jt relative a l’action de sur 777; et l’on peut supposer 
nul, lorsque l’on considère la partie de /?, relative à l’action de 
rii^ sur 771: on vient de voir que dans ces deux cas, la variation sé- 
culaire de yU/î est nulle. Cette variation est donc généralement nulle, 
lorsque l’on considère les actions réciproques de trois, ou d’un 
nombre quelconque de planètes, si l’on n’a égard qu’aux carrés et 
aux produits des niasses perturbatrices, dans la valeur de d/î. 

Reprenons maintenant l’équation (7) du n*" i , 

^ cr; 3 .ffaridt . dJR. 

Sa variation est 

cr^=: Sâî/ï .y/î// , d • cTiî + .ff^ndt^dR.fdR). 

On vient de voir que dcTiî est nul , lorsque l’on n’a égard qu’aux 
quantités séculaires de l’ordre du carré des masses planétaires ; on 
a vu pareillement que dBfàR est nul, eu égard à ces quantités. 
En ne considérant donc que les quantités séculaires qui par la 
double intégration, acquièrent un dénominateur de l’ordre du carré 
des masses planétaires ; on voit que la variation est nulle. Ainsi 
l’on peut assurer que cette variation, en ayant égard soit aux quan- 
tités séculaires, soit aux quantités périodiques, ne peut être que 
de l’ordre des masses perturbatrices; résultat important auquel 
M. Poisson est parvenu le premier. 

5. Considérons deux planètes 7n et z;/, en mouvement autour du 
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.soleil dont nous prendrons la masse pour imité. Nommons v la 
distnncc angulaire de la planète /?t ii la ligne d’inlerscctioii des deux 
orbites, v' la distance angulaire de la planète r?i a la même droite; 
ïiornnions encore y rindinaison niuluellc des orbites. En prenant 
pour plan des coordonnées , l’orbite de îii , et la ligne des nœuds 
des orbites, pour origine des æ; on aura 


.X' =: /■ .cos. U ; Y 1=/* ..sin. v ; z =0 ; 

,2'= /•'. cos. V ; y =/•' .sin. v cos .5^; z' =:/' .sin. 5/ .sin. v ; 
ce qui donne en faisant 

I — cos.y’z=: 2 . sin^. {y z=: Ç ; 


Fi: 


m' . QvF+ y y+zz') 


V/(.r'— aO*-+-(y— 

— - - - . { cos. (il VJ b .sin.v.sinv } ; — ■ — — 

V — 2/’r .cos.(v' — v)+ 2 (r.r/ .sin,v 


H sons cette forme, devient indépendant du plan auquel on a 
rapporté les coordonnées. Eu le développant en sinus et cosinus 
d’angles croissans proportionnellenienl au temps t , par la substi- 
lulîon des valeurs elliptiques de r, /', u ^ v' ; il devient fonction des 
distances moyennes -f- e , des planètes a la ligne des 

nœuds; des distances des périhélies a la même ligne; des demi- 
grands axes a cl a ; des excentricités c et c'; et de C ou de l in- 
clinaison mutuelle des orbites, € étant très-petit et de rordre du 
carré de cette inclinaison. Sous cette forme M ne renferme point 
oxpllcitement , les variables p et <j ; mais on peut les y faire naître 
de la manière suivante. 

Si au lieu de rapporter les nioiivcmcns des planètes a leurs or- 
bites, on les rapporte au plan fixe de l’orbite primitive de ni ; alors z 
ne sera poin,t nid, et il sera égal à / v , .s étant le sinus do la latitude 
de ni J au-dessus de ce plan. Vai négligeant le carré des forces per- 
lurbalriccs, on pourra négliger le caiœé de s; on aura ainsi au lieu 

de /î, la foncliou suivante que nous désignerons par /?, 

7 l^ 7 ' 

— ,j- • {cos. (u — v) — C . sin. V . sin. v'-+-s . sin. y . sin. v'} 

77 %' 

< — ur / , coi3. (y'~ v) -f- 2 C . lY . sin. V . sin. u'— ar/ . s . sin, v , sin. v' 
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Retranchons de v et de u , tant dans R que dans R, la longitude 6' 
du nœud de l’orbite de m avec /« , cette longitude étant comptée 
sur l’orbite de m-, ce qui revient à changer les origines des ü et de 
U ; et supposons 

s-=. (j. sin. (ü — 0') — P . cos. (y — 6') ; 

on aura 

i? = ^ . {( I — X Q • cos. (ü' — a) + i . € . cos. (ü' H- U — aS') } 


I — ip.sin.5/.sin.(w' — v) — ^/).fin.3/.sin.(t;'-|- u — 36') 

Maintenant, il est visible que l’on changera R dans Yî, si l'on fait 
varier dans R, ê de v de «Tu, et 0 ' de J' 0 ', de manière que 
l’on ait 

tTC — — <7. sin. 5, ; 

(i — ê) . cTu = cos’, 'r 5/ . «Tü = •— ’ /7 . sin. y ; 

C . cTG' — i ê . «Tu = — {p. sin. y. 

On aura ainsi 
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y' — o,/T [(1 —{C) .cos.(u" — i;) + ;^.cüS.(u'-(-i 7 — 26')} ^ 

f ■ sin.*).) .cos.(u' — v ) + (^^““2 9 .sin.}.) . cos.(/-f-u— 

I — i / 7 .sin.}^.sin.(v^ — v) — ^/ 7 .sin. 5 /.siii.(ü'+ iy — 26') 


a= 7 S-,.si,..^.(f ■ (f) ; 


on a par le n° i , + Cy») ’ posé, les équations 

( 5 ) et (G) donneront les deux suivantes : 


dp = 


aiult 


/,m\ 

sm.y.{^jç); 

1 ©+^' 


andt 


( 8 ) 


d/î 


ndt 


S)\ 


(9) 


Eu revissant ces équations^ aux équations (i), (2), (j), (/j), (7) 
du n® 1 , ou aura par la seule dlfrerenUalion des termes du dé- 
veloppement de iî^ les termes corrcspondaiis de chacun des élc- 
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mens du mouvement de m ; ce qui facilite extrêmement le calcul 

de ces différens termes. Soit 


ntk.cos. {i'n't — - int iV— U—g<zir-^g'fsr'— zg"^^ 

un des termes du développement de ü; le terme correspondant 
du demi-grand axe sera 

aUT ût * , Ifl J ^ t . ' M \ 'f f • // 

COS. le—’ginr — gmr — 2 ^ «); 


le terme correspondant du mouvement moyen, sera 
—» • sin. (i'rit — > int + i'e-— ie — gfor — g' ^zs-' — zg"^'). 


Le terme coiTCSpondant de l’époque, sera 


Un — in l e 

le terme correspondant de rexcentricité , sera 


^ — 2a* . l • sin • {i'n't-int-^-i'e'~ie-g'!r-g'‘a'-2g'è'') 


. co 5 .{i'nt — 


celui de la longitude du périhélie, sera 

7 nn .\/\ — • av /* • * • vf • f r 

— “ Kdé) • ^ ~ ‘ « - « ” ) ; 

le terme correspondant de />, sera 

m'n.sm.y.a / (lk\ . . vr • , , 


enfin le terme correspondant de sera 


(F 7— <V0 gîn >Vï^ ’ .cos.(i'n't--wf-pi'/_/<-_gisr-_gV— 2^'o' 


Ces résultats sont conformes à ceux que l’on a trouvés dans le cha- 
pitre VIII du second Livre de la Mécanique Céleste ; mais ils ont 
sur eux, l’avantage de s’étendre à toutes les puissances des excen- 
tricités et des inclinaisons. 
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On aura les variations séculaires des élémens de l’ortlte de m , 
en réduisant iî à sa partie non périodique , que nous désignerons 
par m'F. Alors diî est nul, ainsi que da^ et l’on a 



On peut observer ici que R étant égal à 

( rx' + y/ -f ) in' _ 

• /•»' ' * ■■ J 

r3 P ^ 

il est aux quantités près de Tordre /;/% égal a 

f X . ddx' “)- y . ddy' -f ^ • ddz') ni 

— m . 

sa partie non périodique ne dépend donc que de la partie non pé- 

m! 

riodique de ; jF est donc égal à la partie non périodique 

de — ^ , développé en série de cosinus d’angles crolssans propor- 
tionnellement au temps t; ensorte qu’il est le même pour les 
deux planètes. En faisant varier dans les élémens de l’orbite 
de /M, et substituant pour «Te, «Ta, dy, «Ty, leurs valeurs données 
par les intégrales des équations dificrentiellcs précédentes, on voit 
que cT-P se réduit à zéro; et la même égalité a lieu relativement 
aux élémens de l’orbite de m' -, ce que j’ai démontré dans le n“ 5 
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du sixième Livre de la Me'canique Céleste , en ne portant Tapproxi- 
nialion que jusqu’aux termes de l’ordre des quatrièmes puissances 
des excctUrifilés exclusivement. 

Ou a par ce qui précède, 

SQ =z—-q .sin.y; cfâ' s= — 

* ^ ^ sin.^ 

Supposons que «Tê et cTG', croissent respectivement des quantités 
f/b et f/6' on aura 

z=z — dn .sm.y; f/9'=— 
substituant pour dp et dq y leurs valeurs, on aura 

ara mit /dF'^ 


f/9' = — 
dy = 


v/rn? 'Kdc)» 


On a 


siii.^. l/ 

(S) 




\d(j ) \ drs' ) ^ 


parce qne F étant développé en cosinus de la forme 
Il . cos. somme g + g + des coellicieiis 

des angles et 6' doit être nulle, pour que ce terme soit 

indépendant de l’origine arbitraire de ces angles. Ou a donc 

et par conséquent on a en vertu des expressions pi'écédeutes de 
de et de de , 


dy.sm.y ede e'de' 

cos.^' i— ‘ 1—- 


a mn 


aain . cos. y. V/i— c^ t/i— e 
arnjt . e' de 


a mn .cos. 




En multipliant cette équation par cos.j/. \/i — V* — et in- 
tégrant, on aura 


m Y a 


t V^a 


a cos. 7. V/ 1 — e"* . 1— -e ® = const. 
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supplément au HP VOLUIVIE. 

Faisons pour abréger 

=/; =/' ; 

nous aurons 

fi Onf + m'fy — c“ 

c* étant une constante arbitraire , indépendante des élcinens. 

La valeur précédente de d^' exprime le mouvement de l’inter- 
section dos deux orbites, produit par l’action de nî et rapporté 
à l’orbite de m. Concevons un plan intermédiaire oUrc ceux des 
deux orbites, et qui passe par leur intersection mutuelle. Nommons 
l’inclinaison de l’orbite de m à ce plan. Pour avoir le mouvement 
diflérentiel du nœud de l’orbite de m sur ce plan, produit par l’ac- 
tion de ni ; il faut multiplier la valeur précédente de par 

sin.^ ^ T 7a 

lin nommant donc « 0 , ce mouvement, ou aura 

J siu . <p \aQ / 

En nommant cp' l’inclinaison de l’orbite de ni sur le meme plan ; 
on aura <p-\-(p' = y- et 


ci'8z=z 
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sin. (p' 



dO étant le mouvement du nœud de Torbite de ni sur ce plan, 
et produit par 1 action de ni sur ni» Les deux niouvemcns r/Ô et 
seront égaux , et l’intersection des deux orbites restera sur le 
plan que nous venons de considérer, s^‘l partage l’angle y do l’in- 
clinaison mutuelle des orbites, de maniéré que l’on ait 


nif »sm. <p = /?^y’'•sin. (p'. 

Ce résultat est le même que l’on a trouve dans le u® 62 du second 
Livre de la Mécanique Céleste, où l’on voit que le plan dont U 
s’agit, est celui du niaxinium des aires, et que Ton a 


c = mf» cos. <p -f. mf . cos. cp'. 


Cette équation combinée avec la précédente, 
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donne l’in tégr alo 
G 
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trouvée ci-dessus. 


2mm'ff 


Ces deux équations donnent encore les suivantes : 


siii. (p = 


COS.(p : 


my’^. sîn.^^ 

üinf, c ' 


, mf.sm.y 

sin. (p — -^ ^ ; 

c 


COS. (p 


f ^ 


_ cdt ^dF\ dt. \/imf+ m'fy — ^^lum'irC 

— jf • Uq) — Jf 

Désignons par rar, et les distances des périhélies de in et de ///, 
ii la ligne d’intersection mutuelle des orbites; on aura en re- 
tranchant de la dilTéreiitielle d^y le mouvement dQ de cette inter- 
section, rapporte à l’orbite de m; et il est visible qu’il suffit pour 
cela, de le multiplier par cos. <p ; or on a 


r/0, cos. (p: 


(mf+mT-mTn ^dF\ 
JJ' 


on aura 


edwj =: — am 


rdc = aiiijidt . V/i — e 




•(S>- 


on aura pareillement 

= _ »W*. g) + <-" / ± ^y i--2g-> . e'dt .(f ) ; 

fûh' = dnindt, Vi — » 

F est fonction <le a, e, e\ <ar, , (ar\ et Si l’on élimine des 
seconds membres de ces équations, C au moyen de sa valeur 

^ ~~ ümm'ff ’ 

on aura quatre équations différentielles entre les quatre variables 
e , e, asr^ et <ar',. Ou pourra même leur donner une forme plus 
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simple encore^ en faisant 

h e , sin. ; l =: e . cos. ; 

Il = c . sin. /' = c' . cos. 

ce qui les rend linéaires , lorsque Ton néglige les puissances supé- 
rieures des excentricités, et ce qui facilite leur intégration étendue par 
approximation, à des puissances quelconques des excentricités. On 
n’aura ainsique la position des orbites, relative à la position variable 
de la ligne de leur intersection mutuelle. On aura ensuite leur incli- 
naison respective, au moyen de la valeur précédente de et l’on 
en conclura leurs inclinaisons sur le plan du maximum des aires, 
au moyen des valeurs précédentes de sin.(p et de sin.(p'. Enfin ou 
aura le mouvement de l’inlersection des deux orbites sur ce plan, 
en intégrant l’expression précédente de Telle est, si je ne me 
trompe , la solution la plus générale et la plus simple du problème 
des variations séculaires des élémens des orbites planétaires. 

Reprenons l’équation 

= ('//+ mfy — 

Si 1 on néglige les quantités de l’ordre des quatrièmes puissances 
des excentricités et des inclinaisons, elle donnera 

const. = m \/a.e^+ni S/li 

m \/ a-\-m \/ a 

ainsi a et a! étant par ce qui précède, constans même en ayant 
egard au carré de la force perturbatrice, on aura 

O = m Vil . eê'c + m' . c'J'e' + . 

m\/a+w.\/a'' 

équation à laquelle je suis parvenu dans le n° i5 du sixième I/ivre , 
en n’ayant égard qu’aux gi’andes inégalités de Jupiter et de Saturne. 
Il en résulte que le plan invariable déterminé dans le n° 62 du 
second Livre , reste invaiiablc , en ayant même égard au carré de 
la force perturbatrice. 

4* On peut, au moyen des expressions difTérentielles des élémens. 
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(Iclermlner d\ine manière fort simple , Tinfluence ^de la figure de 
Ja terre , sur les mouvemens de la lune. On a vu dans le second 
cLapilrc du septième Livre, que celte action ajoute a la valeur de 
la fonction 


ap est laplatisscment de la terre ; ct(p est le rapport de la force cen- 
trifuge , à la pesanteur, à l’èquateur; D est le rayon moyen du 
sphèrokle terrestre; et /ul est le sinus de la déclinaison de la lune, 
sinus qui par le u° cité , est à fort peu près, 

fA.— VT — 66' .sin. A.siu.yu + 5.cos. A , 


ou exactement 

sin.^.sin./t> + s. cos. K 

, 

y 1 -\-ss 

fv étant la longitude vraie de la lune, comptée de l’équinoxe du 
printemps; A étant robllcjulté de l’écliptique, et 6 étant la tangente 
de la la li Inde de la lune. 

I^a partie de /î, dépendante de raction du soleil, est de la forme 
T^Qy en négligeant les termes qui dépendant de la parallaxe du so- 
leil, sont très-petits. On aura ainsi à fort peu près, 


7 ? —f^Q -f- (ctp — • -JJ - (sin®. A . 8in*.yi as . sin.A . cos. A . sln.fu) ; 
ce qui donne 

2 Q — S.{otp— I et(p).^.(^sin^.h.sïn^f ^+526 vsin .A. cos. A. sin .fv^ . 


Ne considérons ici que les inégalités dépendantes de l’angle g 
gu étant ce que Ton nomme ïarguinent de latitude; ensorte que 
l’on a a fort peu près ^=7/ . siii.çt; , y étant rinclinaison de TorLe 
lunaire à l’écliptique. On aura ainsi 

R z= / (ûfp — sin. A . cos. ’K.y. cos. {gu — fi) ; 

aa® ^ ® ^ ^ h y ^ cos. (gy —/O* 
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On a vu dans le n® i , que la variation de diî est nulle , en ayant 
même égard au carré de la force perturbatrice ; • le coefficient de 
cos. (gv — f\j) dans R doit donc être nul. Désignons par la carac- 
téi’istique J' placée devant une fonction, la partie de cette fonction 
qui dépend de l’aplatissement de la terre; nous aurons 

o= <r./’’‘Q+ («tjs • — •ja(p).^.sin. A.cos. A. cos. (gu — fo) ; 
d’où l’on tire 

— ïO.(ap — |a^).^.sin. X.cos. A.^/.cos. (gu — -/u). 
Reprenons maintenant l’expression de di^ du n® i , 

11 est facile de voir que si l’on néglige l’excenlricilé de l’orbite, on 
aura 

ih — 2a* • î 

et par conséquent en n’ayant égard qu’au cosinus de langle 
et substituant du pour mit y on aura 

/)* 

di - lo. (ap — — .sin.A.cos. A.j^^^u.cos. (^o~t/ù). 

La valeur de de est ici rapportée au plan de l’orbite lunaire : pour 
la rapporter à l’écliptique, il faut par le n® 5 du sixième Livre , 

lui ajouter la quantité Déterminons présentement p et (j. 

L’équation 

s =1 y . sin. gu 

peut être mise sous cette forme : 

s =1 y. cos. ( g — /)ü . sin./ù + y . sin. (g ~./)u . cos./u ; 
en la comparant à celle-ci : 

$ = q .siu.fu—p .cos.fu ; 
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on aui'â 

pz=—y.sm.{g—f).ui <l — y.COS.{g—f).u, 
ce qui donne 

dp = — {g^f).qdui 
= {S—f)‘Pdu. 

La valeur de R renfermaiil le terme (ap — sln. X . cos. X , </ ; 

clic ajoute par les équations (5) et ( 6 ) du n“ i à la valeur de dp , 
le terme 

D* 

— (“P — ïa<p). — . sin.X. cos.X . du ; 
on a ainsi les deux équations 


~ ' i§ — f).q.du — (ap — sin.X . cos.X 

dq = (^g^yypdu. 

Ces équations donnent dans l’expression de 7 , le terme constant 


0'>p — 1 ^ 

g-f. 


sin.X 


cos.X J 


d’où résulte dans la latitude i' , l’inégalité 


(ap — jAi p) 

g—f 




sin. X . cos. \.y, sin.yù , 


ce qui est conforme au résultat du chapitre II du septième Livre. 

Le terme constant de q donne, dans la fonction S^ElZEÈl Ig 
terme 

i.Çap — ia(p). — .sin. X . cos.X . y . cos. (gu—fu); 


en nommant donc de,, la valeur précédente de de, rapportée à 
l’écliptique, on aura 

——'-T’ (ap — ia(p). — . sin.X . cos.X . y . cos. (gu — ./o) , 
ce qui donne dans e, , et par conséquent dans le mouvement de la 
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lune en longitude , l’inégalilé , 

_ i ± . Ç.lizrJ *î} , £*. sin. X . cos. X . > . sin. (g-v—» ; 
g — / « 

résultat entièrement conforme à celui du second chapitre du septième 
Livre. 

\ 

Enfin, la fonction R étant indéterminée; les expressions diffé- 
rentielles précédentes des élémens des orbites, peuvent également 
servir à déterminer les variations qu’ils reçoivent , soit par la résis- 
tance de milieux étliérés, soit par l’impulsion de la lumière solaire, 
soit par les cliangemq|ks que la suite des temps peut apporter dans 
les masses du soleil et des planètes. Il sutfit pour cela, de déterminer 
la fonction R qui en résulte , par les considérations exposées dans 
le chapitre VII du dixième Livre. 

Sur les (leux grandes inég(dités de Jupiter et de Saturne. 

5 . Dans la théorie de ces inégalités , exposée dans le sixième Livre, 
j’ai eu égard aux cinquièmes puissances des excentricités et des in- 
clinaisons des orbites. Mais j’ai reconnu que les valeurs do 

etc. du n° 7 du sixième Livre, avaient été prises avec un signe 
contraire, et qu’ainsi la partie de ces inégalités, dépendante de 
ces valeurs , doit changer de signe. 11 faut <lonc ajouter .aux ex- 
pressions des longitudes moyennes , que j’ai doniuM’S dans le 
huitième chapitre du dixième J.ivre, le double de cette partie prise 
avec une signe contraire. Cette partie pour Jupiter est par le ji'’ "â 
du sixième Livre , 

(58*, 692571 — <.o*,oo54i8).sln. (5nV — 2«''/-f-5é^ — 2 é”) 

— (aS*, 06470 o*,o 1 6076) . cos.( 5 «*/ > — in"i -f- 5 é’ — 25 ; 

et pour Saturne , elle est par le n’ 35 du même Livre , 

— (89*, 96244^ — t • o*,oi 2696) . sin. — 211" t -f- Se’ — ae”) 

-f- (58*,27 o 355 -f- 1 . o*,o35o48) . cos,(5mV — 2 n"i -f- 5*'' — 2É*’). 

L’addition aux longitudes moyennes de Jupiter et de Saturne, du 
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double de çes inegalite's prises avec un signe contraire, ne doit chan^ 
gcr que les moyens mouvemens et les e'poques de ces deux planètes r 
clic ne peut alte'rer que d’une manière insensible , les antres élémens 
elliptiques conclus des observations faites depuis lySo jusqu’en i8oo; 
parce que dans cet intervalle , les variations de ces inégalités sont 
à fort peu près proportionnelles aux temps : on peut donc déter- 
miner les corrections des moyens mouvemens, de manière qu’elles 
rendent le double de ces inégalités affectées d’un signe contraire, 
nul en lySo où t est nul, et en 1800 où « = 5 o. On trouve ainsi 
en ayant égard à la correction de la masse de Saturne, trouvée dans 
le chapitre VIII du Livre X, qu’il faut ajouter à la longitude moyenne 
q" de Jupiter, donnée dans le même chapitre , la fonction 

5 1 ',98 -f- f . o'’,4 ï 56 

— ( 73'’,58 — f.o'',oio 3 o).sin. ( 5 «V — aw'V-f-Se’' — 

4- ( 47^,65 4 ” t • o'',0287o) . cos.( 5 «''^ — V 4 ~ — 26”) ; 

et à la longitude moyenne q'' de Saturne , donnée dans le même 
chapitre, la fonction 

— 127'',! 3 — /.i'’,oai2 

4 -(ï 79’^,952 — /.o'',o25i92).sin, ( 5 n''i — 3n'^i-f~5é^ — 2ê”') 

— (116^,541 -{- t.o'',0'/oig6) .cos.( 5 n''t — 2n"'t-l-5e'' — ze"). 

Ces corrections ont l’avantage de rapprocher les formules des mou- 
vemens de Jupiter et de Saturne , données dans le chapitre cité , 
d’une observation très-précieuse d’Ebn-Junis , et qui réduite au mé- 
ridien de Pai-is, eut lieu le 3 i octobre 1807, à o-',i6. Les formules 
citées donnent 225 i* pour l’excès dc'la longitude géocentrique de 
Saturne sur celle de Jupiter à cet instant, et l’astronome arabe la 
trouva par son observation, de 4444^ > différence est atqS"; mais 
les corrections précédentes augmentent de 1198", l’excès de la lon- 
gitude de Jupiter sur celle de Saturne , et rapprochent cons^uem- 
ment de cette quantité , les formules , de l’observation qui n’en 
diffère plus que de 995 *, ou d’environ cinq minutes sexagésimales ; 
ce qui est bien inférieur à l’erreur dont cette observation est sus- 
ceptible. 


FIN, 








J UW4 ^ ^ ' 

S J « ^1» 3 gsL'^ •>•• 4 J (>’ ’j-^ 

- py' U y ^ I ji'^^ ^ ^ 






